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Ââåäåíèå

Îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìå-
íè:
Ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíûì íîñèòåëåì ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ. Îíî òðåõìåðíî.
Ãëîáàëüíîå âðåìÿ � ýòî ñîáñòâåííîå âðåìÿ ïðîñòðàíñòâà, åäèíîå

äëÿ âñåõ åãî òî÷åê.
Íüþòîí ïîëàãàë ïðîñòðàíñòâî íåèçìåííûì è, õîòÿ ÿâíî îá ýòîì

íå ãîâîðèë � åâêëèäîâûì. Îá åâêëèäîâîñòè ïðîñòðàíñòâà Íüþòîíà
ãîâîðèò ïåðâûé çàêîí: ñâîáîäíîå òåëî ñîõðàíÿåò ñîñòîÿíèå ïîêîÿ èëè
ðàâíîìåðíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî, â êîòî-
ðîì èç ëþáîé òî÷êè â ëþáîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìûå
ëèíèè, ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì. Íî íè î êàêîì äðóãîì ïðîñòðàíñòâå
Íüþòîí íå ìîã âåñòè ðå÷è ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî â òî âðåìÿ íèêàêîé ãåî-
ìåòðèè, êðîìå ãåîìåòðèè Åâêëèäà, ïðîñòî íå çíàëè. Åâêëèäîâîñòü
ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ìû æèâåì, áûëà î÷åâèäíîñòüþ â òå÷åíèå
äâóõ òûñÿ÷åëåòèé ñî âðåìåí ñîçäàíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Îäíàêî, ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè ýòî åãî ñâîéñòâî ñòàëî ñòà-
âèòüñÿ ïîä âîïðîñ. Â XIX âåêå âîçíèêàåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ èñêðèâëåííûõ ïîâåðõíîñòåé (Ãàóññ � 1827), çàòåì íååâêëèäîâà
ãåîìåòðèÿ (Ëîáà÷åâñêèé � 1829, Áîéÿè � 1831), çàòåì ñôåðè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà è îáùàÿ ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ.

Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ (1777 � 1855) ââåë ïîíÿòèå î âíóòðåííåé
ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè, íå ñâÿçàííîé ñ åãî âëîæåíèåì â òðåõìåð-
íîå ïðîñòðàíñòâî, õàðàêòåðèçóÿ ïîâåðõíîñòü ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé � ìåòðèêîé, îïðåäåëÿþùåé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áåñêîíå÷íî
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áëèçêèìè òî÷êàìè ïîâåðõíîñòè è íå çàâèñÿùèìè îò ñïîñîáà âëîæå-
íèÿ åå â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è äàæå äîïóñêàþùóþ îïèñàíèå
äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ñàìîé ïî ñåáå, áåç êàêîãî-ëèáî åå âëîæåíèÿ.

Áåðíãàðä Ðèìàí (1826 � 1866) ðàñïðîñòðàíèë èäåè Ãàóññà îïèñà-
íèÿ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâà ëþ-
áîãî ÷èñëà èçìåðåíèé, â òîì ÷èñëå è òðåõìåðíîãî. È Ëîáà÷åâñêèé,
è Ðèìàí óæå ïîäâåðãàþò ðåâèçèè åâêëèäîâîñòü íàøåãî ðåàëüíîãî
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ëåêöèè 1854 ãîäà �Î ãèïîòåçàõ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèÿõ ãåîìåò-
ðèè� [1], Ðèìàí îáñóæäàåò ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà:

�Ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî åñòü ÷àñò-
íûé ñëó÷àé òðèæäû ïðîòÿæåííîé âåëè÷èíû. Íåîáõîäè-
ìûì ñëåäñòâèåì îòñþäà ÿâèòñÿ òî, ÷òî ïðåäëîæåíèÿ ãåî-
ìåòðèè íå âûâîäÿòñÿ èç îáùèõ ñâîéñòâ ïðîòÿæåííûõ âå-
ëè÷èí è ÷òî, íàïðîòèâ, òå ñâîéñòâà, êîòîðûå âûäåëÿþò
ïðîñòðàíñòâî èç äðóãèõ ìûñëèìûõ òðèæäû ïðîòÿæåííûõ
âåëè÷èí, ìîãóò áûòü ïî÷åðïíóòû íå èíà÷å, êàê èç îïû-
òà. Â òàêîì ñëó÷àå âîçíèêàåò çàäà÷à óñòàíîâèòü, èç êàêèõ
ïðîñòåéøèõ äîïóùåíèé âûòåêàþò ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïðîñòðàíñòâà . . . �

Íàèáîëåå äàëåêî ïðîäâèíóëñÿ â ïðåäñòàâëåíèè òðåõìåðíîãî ôè-
çè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íå òîëüêî êàê ðèìàíîâà ñ ïåðåìåííîé êðè-
âèçíîé, íî è ñ ìåòðèêîé, ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè, Óèëüÿì Êèíãäîì
Êëèôôîðä (1845 � 1879).

Â êîíöå XIX âåêà íà÷àëñÿ ïîõîä çà ïåðåñìîòð ñâîéñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà. Îí øåë êàê ñî ñòîðîíû àíàëèçà îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíîìó, ôèçè-
÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, òàê è â ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ,
ïîçâîëÿþùèõ íå òîëüêî ðàññóæäàòü îá ýòèõ ñâîéñòâàõ, íî è òî÷íî èõ
îïèñûâàòü. Îãðîìíàÿ çàñëóãà â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæèò ñî-
çäàòåëþ àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ Ãðåãîðèî Ðè÷-
÷è � Êóðáàñòðî (1853 � 1925) è åãî øêîëå.

Ïðîñòðàíñòâî ìîæåò èìåòü ïåðåìåííóþ âî âðåìåíè ãåîìåòðèþ.
Åãî äèíàìèêà äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ êàêèìè-òî óðàâíåíèÿìè. Çàïè-
ñàâ ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà, îñîáåííî, åñëè ýòè
óðàâíåíèÿ âûâåäåíû èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, ìû ïðè-
ðàâíèâàåì ïðîñòðàíñòâî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ê äðóãèì ôèçè-
÷åñêèì ïîëÿì, íàïðèìåð, ýëåêòðîìàãíèòíîìó. Âîçíèêàåò íîâàÿ îáëàñòü
èññëåäîâàíèÿ � äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà.
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Ââåäåíèþ â ýòó îáëàñòü è ïîñâÿùåíà äàííàÿ êíèãà. Òåîðèÿ ãëî-
áàëüíîãî âðåìåíè (ÒÃÂ) ôèçè÷åñêè ðàçëè÷àåò âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî
â îòëè÷èå îò îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ), ãäå îíè ñìå-
øàíû â ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Â ÒÃÂ ìíîãî îáùåãî ñ ÎÒÎ,
îäíàêî ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ è ñëåãêà ðàç-
ëè÷àåòñÿ ñèñòåìà ðåøàåìûõ óðàâíåíèé: â ÒÃÂ óðàâíåíèÿ îïèñûâà-
þò äèíàìèêó âî âðåìåíè âñåõ ïîëåé, â òîì ÷èñëå è ïðîñòðàíñòâà, â
òî âðåìÿ êàê â ÎÒÎ èùóòñÿ ÷åòûðåõìåðíûå ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùèå
è ïðîøëîå, è íàñòîÿùåå, è áóäóùåå. Ðåøåíèÿ ÎÒÎ îáðàçóþò ïîä-
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÒÃÂ ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè âñþäó ðàâíîé íóëþ.
Âûõîä æå íà íåíóëåâûå ïëîòíîñòè ýíåðãèè â äîïîëíåíèå ê ðåøåíè-
ÿì ÎÒÎ äàåò äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êîòîðûå, âèäèìî,
ìîãóò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðîëèòü ñâåò íà îñîáåííîñòè êîñìè-
÷åñêîé äèíàìèêè, îáúÿñíÿåìûìè íà áàçå ÎÒÎ �òåìíîé ìàòåðèåé�,
�òåìíîé ýíåðãèåé�, �ãèãàíòñêèìè ÷åðíûìè äûðàìè� è ïð.

Ýòî âòîðàÿ êíèãà ïî äèíàìèêå ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè ãëîáàëü-
íîãî âðåìåíè. Ïåðâàÿ � �Âðåìÿ, ïðîñòðàíñòâî, òÿãîòåíèå�, � âûõî-
äÿùàÿ â èçäàòåëüñòâå ÍÈÖ ÐÕÄ, Èæåâñê, ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ
ôèëîñîôñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòðàíñòâîì è
âðåìåíåì, äèñêóññèè îá îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íî ïðè ýòîì
âêëþ÷àåò ïðàêòè÷åñêè âåñü ìàòåðèàë äàííîé êíèãè. Ýòà æå êíèãà
ïðåäåëüíî î÷èùåíà îò ïîëåìèêè è çàäóìàíà êàê óíèâåðñèòåòñêèé
ó÷åáíèê ïî òåîðèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Êóðñ ìîæåò áûòü ïðî-
÷èòàí çà îäèí ñåìåñòð, íî îáÿçàòåëüíî äîëæåí âêëþ÷àòü ïðàêòèêóì
íà êîìïüþòåðå. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ ïî òðó-
äîåìêîñòè âû÷èñëåíèé, êîòîðûå íå áóäóò îáðåìåíèòåëüíûìè, åñëè
èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Â
ýòîé êíèãå èçëàãàþòñÿ ñðåäñòâà â ïàêåòå Mathematica, êîòîðûì ïî-
ñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ãëàâà.

Â ïåðâîé ãëàâå êðàòêî èçëàãàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ è ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.

Îäíàêî, àáñîëþòíîå èñ÷èñëåíèå Ðè÷÷è åùå íå ïðåäîñòàâëÿåò âñåõ
íåîáõîäèìûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ, ïåðåìåí-
íûõ âî âðåìåíè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Âî âòîðîé ãëàâå ââîäèòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìå-
íè, ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü ïåðåìåííûå ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà èç
íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì.

Â òðåòüåé ãëàâå èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ âûâîäÿòñÿ
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà. Ýòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿò èç øåñòè
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äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé è òðåõ óðàâíåíèé ñâÿçè è îáåñïå÷èâàþò
ñîõðàíåíèå âåëè÷èíû ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðûé, îäíàêî, â îòëè÷èå
îò ýëåêòðîäèíàìèêè çíàêîíåîïðåäåëåí � ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìîæåò
áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé, òàê è ðàâíîé íóëþ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåøåíèÿ âûâåäåííûõ
óðàâíåíèé.

Â ïÿòîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ äâèæåíèå ÷àñòèö è ñâåòà â ïîëó÷åí-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äèíàìèêà ÷àñòèö ìîæåò áûòü è
ðåëÿòèâèñòñêîé. Îïèñûâàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÿâëåíèÿ îòêëîíåíèÿ ñâå-
òà òÿãîòåþùåé ìàññîé (Ñîëíöåì), âðàùåíèå ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ,
ðàíåå ñ÷èòàâøèåñÿ ýôôåêòàìè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ñðàâíå-
íèþ åå ïîäõîäîâ ñ ïîäõîäàìè äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâà �
òåîðèè ãëîáàëüíîãî âðåìåíè.

Â ñåäüìîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, â ÷àñò-
íîñòè, íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå, à òàêæå íà îñíîâå ïðèáëèæå-
íèÿ ñëàáîãî ïîëÿ èçëàãàåòñÿ îïèñàíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, ôàêòè-
÷åñêè ñîâïàäàþùåå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñ îïèñàíèåì â ÎÒÎ.

Â âîñüìîé ãëàâå äàí íàáðîñîê êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè �
êâàíòîâîé òåîðèè äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà. Ïðè íàëè÷èè íåíóëåâî-
ãî ãàìèëüòîíèàíà êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì,
èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíåãåðà. Ðåøàþòñÿ êâàíòîâûå êîñìîëî-
ãè÷åñêèå çàäà÷è. Íî, êîíå÷íî, ýòî òîëüêî ïåðâûå øàãè â êâàíòîâîé
òåîðèè ãðàâèòàöèè.

Â äåâÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ
îïèñàíèÿ çàäà÷è Êîøè â òåîðèè ïîëÿ è, â ÷àñòíîñòè, â äèíàìè÷åñêîé
òåîðèè ïðîñòðàíñòâà.

Â äåñÿòîé ãëàâå ïðåäëàãàþòñÿ ìîäóëè â ñèñòåìå Mathematica S.
Wolfram'à äëÿ âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé ðè-
ìàíîâîé ãåîìåòðèè è ÒÃÂ íà êîìïüþòåðå.



Ãëàâà 1

Ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà

1.1 Îñíîâû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè

Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè, íà÷àëî êîòîðûì ïîëîæèë Íüþòîí, îñíîâ-
íóþ ðîëü èãðàþò áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ êîîðäèíàò è ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè. Â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè îïðåäåëÿåòñÿ
òåîðåìîé Ïèôàãîðà:

l2 = ∆x2 + ∆y2 + ∆z2. (1.1)
Â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ � ýòî òàêæå òåîðåìà Ïèôàãîðà, íî â
áåñêîíå÷íî ìàëîì. Íàïðèìåð, â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå:

dl2 = dr2 + r2 (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2). (1.2)
Èíâàðèàíòíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè

â êàêîé-òî äðóãîé ñèñòåìå ñ êîîðäèíàòàìè (ξ1, ξ2, ξ3) ïðè çàäàííîé
çàâèñèìîñòè îò íèõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

dl2 = γ11 (dξ1)2 + γ22 (dξ2)2 + γ33 (dξ3)2+

2 γ12 dξ
1 dξ2 + 2 γ13 dξ

1 dξ3 + 2 γ23 dξ
2 dξ3, (1.3)
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ãäå γij � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà. Â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå

γij =
∂x

∂ξi
∂x

∂ξj
+
∂y

∂ξi
∂y

∂ξj
+
∂z

∂ξi
∂z

∂ξj
.

Ýòè âûðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè, îäíàêî èõ çàïèñü è îáùèå
ìåòîäû ðàáîòû ñ íèìè ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíû ïðèíÿòè-
åì íåêîòîðûõ ñîãëàøåíèé.

1.1.1 Îáùåïðèíÿòûå ñîãëàøåíèÿ

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå âðåìÿ âûäåëåíî è èìååòñÿ òðè ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòû xi, èíäåêñû êîòîðûõ îáîçíà÷àþòñÿ ëà-
òèíñêèìè áóêâàìè i, j, k,. . . , ìåíÿþòñÿ îò 1 äî 3-õ è ïèøóòñÿ ñâåðõó.

• Ìíîãîêîìïîíåíòíûå ïîëÿ ìîãóò èìåòü âåðõíèå è íèæíèå èí-
äåêñû.

• Ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ: åñëè îäèí è òîò æå èíäåêñ âñòðå÷àåòñÿ
ââåðõó è âíèçó, ýòî àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåò ñóììèðîâàíèå ïî
äàííîìó èíäåêñó:

Γijk A
k ≡

3∑
k=1

Γijk A
k.

• Ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò íàèìåíîâàíèÿ èíäåêñà
ñóììèðîâàíèÿ: Aij Bj = Aik B

k.
• Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèììåòðè÷åí γij = γji, èìååò øåñòü êîì-

ïîíåíò (â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå): i, j = 1 . . . 3:
dl2 = γij dx

i dxj . (1.4)

• Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð:
γij γjk = δik,

ãäå δik � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà Êðîíåêåðà.
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• Èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ïðîèçâîäíûõ:
∂Ai

∂xj
≡ ∂j A

i ≡ Ai,j .

• Àáñîëþòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ε[ijk] ìåíÿåò çíàê ïðè
ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ó íåãî îò-
ëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî êîìïîíåíòû ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè,
ðàâíûå êîìïîíåíòå ε[123] ñî çíàêîì ïëþñ èëè ìèíóñ. Â äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ε[123] = 1.

1.1.2 Òåíçîðû â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþ-
áîé òî÷êè ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ìåòðèêà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî ëþáîé êîîðäè-
íàòå îò êîìïîíåíò ìåòðèêè â ýòîé òî÷êå ðàâíû íóëþ:

dl2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2; γij = δij .

Òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî äåêàðòîâîé â çàäàí-
íîé òî÷êå. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â áåñêîíå÷íî ìàëîì ëþáîå ðèìà-
íîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì. Òàê, ñôåðè÷åñêàÿ Çåìëÿ â
ìàñøòàáàõ ëàáîðàòîðèè èëè ïîëÿ, çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ, ÷åì ðàäèóñ
Çåìëè, èìååò (ïðèáëèçèòåëüíî; òî÷íî � ëèøü â áåñêîíå÷íî ìàëîì)
ãåîìåòðèþ äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Ôèçè÷åñêèå ïîëÿ ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ òåíçîðàìè, êîìïî-
íåíòû êîòîðûõ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî îïðåäåëåííûì çàêîíàì ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå äëÿ äëèíû (1.4) ïðè çà-
ìåíå êîîðäèíàò xi(x̃), òàê êàê äèôôåðåíöèàë ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðà-
âèëó Ëåéáíèöà dxi = ∂xi

∂x̃j dx̃
j , â íîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

dl2 = γij
∂xi

∂x̃k
∂xj

∂x̃m
dx̃k dx̃m = γ̃km dx̃

k dx̃m,

÷òî è îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò ìåòðèêè ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèè êîîðäèíàò êàê äâàæäû êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà:

γ̃km =
∂xi

∂x̃k
∂xj

∂x̃m
γij .
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×èñëî èíäåêñîâ ó êîìïîíåíò òåíçîðà � åãî ðàíã. Ñêàëÿð íå èìååò
èíäåêñîâ � ýòî òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà � è ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîð-
äèíàò åãî åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Èíäåêñû
ìîãóò áûòü íèæíèìè (êîâàðèàíòíûìè) è âåðõíèìè (êîíòðàâàðèàíò-
íûìè). Ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò òåíçîðîâ ñ âåðõíèìè è íèæíèìè
èíäåêñàìè ïðîâîäèòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ìàòðèöàìè. Íàïðèìåð,
äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî (Ai) è êîâàðèàíòíîãî (Bi) âåêòîðîâ (òåíçî-
ðîâ ïåðâîãî ðàíãà) ïðåîáðàçîâàíèÿ âçàèìíî îáðàòíû:

Ai =
∂xi

∂x̄j
Āj ; Bi =

∂x̄k

∂xi
B̄k;

∂xi

∂x̄j
∂x̄k

∂xi
= δkj . (1.5)

(Íàïîìíèì, ÷òî ïî èíäåêñó i çäåñü èäåò ñóììèðîâàíèå). Ýòî ñâîé-
ñòâî îáåñïå÷èâàåò ñâåðòêó òåíçîðîâ ïî îäíîìó âåðõíåìó è îäíîìó
íèæíåìó èíäåêñàì, â ÷àñòíîñòè, ñâåðòêà ïðîèçâåäåíèÿ êîíòðàâàðè-
àíòíîãî è êîâàðèàíòíîãî âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò ñêàëÿð:

AiBi = Āj
∂xi

∂x̄j
∂x̄k

∂xi
B̄k = Āj δkj B̄k = Āk B̄k ≡ (A, B).

Êîìïîíåíòû òåíçîðà â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè è îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè êîìïîíåíò â äðóãîé ñèñòåìå. Ýòî
ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò ïîíÿòèÿ íóëåâîãî òåíçîðà:

åñëè âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà ðàâíû íóëþ â îäíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå âñå åãî êîìïîíåíòû
òàêæå ðàâíû íóëþ.

Åñëè âñå ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû äâóõ òåíçîðîâ îäèíàêîâîé
ñòðóêòóðû ðàâíû â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî îíè ðàâíû è â ëþáîé
äðóãîé.

Ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå èíäåêñîâ � òàêæå ñîãëàñîâàíî âî âñåõ êî-
îðäèíàòíûõ ñèñòåìàõ. Îíî ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà èëè îáðàòíîãî åìó:

Aijk = γimAmj
s γsk.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå âåêòîðîâ ñ îäèíàêîâûì ðàñïîëîæåíèåì èíäåêñîâ:

(A, B) = AiBi = γij A
iBj = γij AiBj .
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Òàê êàê â ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, â ýòîé ñèñòåìå âåëè÷è-
íû êîìïîíåíò òåíçîðîâ íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ èíäåêñîâ (ââåðõó
èëè âíèçó).
1.1.3 Ñèììåòðèÿ òåíçîðîâ

Â îáùåì ñëó÷àå òåíçîð k-ãî ðàíãà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò
nk êîìïîíåíò � êàæäûé èíäåêñ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïðîáåãàåò n
çíà÷åíèé.

Îäíàêî, òåíçîðû ìîãóò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, óìåíü-
øàþùèìè ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Ðàññìîòðèì äâàæäû êî-
âàðèàíòíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà aij è ïîñòðîèì èç åãî êîìïîíåíò
ñòðóêòóðó, ñèììåòðè÷íóþ ïî èíäåêñàì

a{ij} =
1
2

(aij + aji); a{ji} = a{ij}.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò êîìïîíåíòû ýòîé ñòðóêòóðû ïðå-
îáðàçóþòñÿ êàê òåíçîð:

ã{ij} =
1
2

(ãij + ãji) =
1
2
∂xk

∂x̃i
∂xl

∂x̃j
(akl + alk) =

∂xk

∂x̃i
∂xl

∂x̃j
a{kl}.

Àíàëîãè÷íî, èç íåãî ìîæíî ïîñòðîèòü òåíçîð, àíòèñèììåòðè÷íûé ïî
èíäåêñàì � êîìïîíåíòà ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ:

a[ij] =
1
2

(aij − aji); a[ji] = −a[ij].

Ýòè êîìïîíåíòû òàêæå îáðàçóþò òåíçîð, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèè êîîðäèíàò ïî òåíçîðíûì çàêîíàì.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà ñèììåòðèè òåíçîðà ïî ïåðåñòàíîâêå èí-
äåêñîâ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò, òî åñòü ÿâëÿ-
þòñÿ èíâàðèàíòíîé õàðàêòåðèñòèêîé òåíçîðà.

Èç ïîñòðîåííûõ êîíñòðóêöèé âèäíî, ÷òî
aij = a{ij} + a[ij]

� äâàæäû êîâàðèàíòíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïðåäñòàâèì â âèäå
ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Ó àíòèñèì-
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà èíäåêñû êîìïîíåíò, íå ðàâíûõ íóëþ, äîëæíû
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áûòü ðàçíûìè, ïðè ýòîì ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà èíäåêñîâ ìåíÿåò-
ñÿ òîëüêî çíàê: ïðè ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêå çíàê íå ìåíÿåòñÿ, à ïðè
íå÷åòíîé � ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîé, òàê ÷òî ïðè äàííîì íàáî-
ðå ðàçíûõ èíäåêñîâ íåçàâèñèìîé ÿâëÿåòñÿ îäíà êîìïîíåíòà, ïîýòîìó
÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà â n - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n ïî 2,
òî åñòü n (n − 1)/2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 3 ÷èñëî êîìïîíåíò àí-
òèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ðàâíî òðåì � êàê è ÷èñëî
êîìïîíåíò âåêòîðà.

Ýòî ðàññóæäåíèå ïðèìåíèìî è äëÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ
ëþáîãî k-ãî ðàíãà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ
êîìïîíåíò êîòîðûõ âñëåäñòâèå ýòîãî îêàçûâàåòñÿ

Nk
n =

n!
k! (n− k)!

= Nn−k
n .

Ïðè k > n àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âîîáùå íå ìîæåò èìåòü
íåíóëåâûõ êîìïîíåíò: â ýòîì ñëó÷àå èç n çíà÷åíèé íåëüçÿ âûáðàòü
k > n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïðè k = n èìååòñÿ âñåãî îäíà êîìïîíåíòà � êàê ó ñêàëÿðà � è
ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð n-ãî ðàíãà â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðåäñòàâèì â âèäå ñêàëÿðà, óìíîæåííîãî íà íåêîòîðûé ñòàí-
äàðòèçîâàííûé � àáñîëþòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, êîìïî-
íåíòà êîòîðîãî ε̄[1,2,...n] = 1 â ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, à îñòàëüíûå ðàâíû ±1 â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà èíäåêñîâ.
Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ýòî-
ãî òåíçîðà (÷åðòîé ìû ïîìå÷àåì çíà÷åíèå êîìïîíåíòû â ëîêàëüíî
äåêàðòîâîé ñèñòåìå)

ε̄[123] = ε̄[231] = ε̄[312] = 1; ε̄[213] = ε̄[321] = ε̄[132] = −1.

Ïðè ïåðåõîäå ê ïðîèçâîëüíûì êîîðäèíàòàì
ε[123] =

∂x̄i

∂x1

∂x̄j

∂x2

∂x̄k

∂x3
ε̄[ijk] = J ε̄[123] = J,

ãäå J � äåòåðìèíàíò ìàòðèöû
(A) =

(
∂x̄i

∂xj

)
; J = det(A) (1.6)

� ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.
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Ýòîò ÿêîáèàí ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèøåì
ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èç ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìû, ãäå îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé â ïðîèçâîëüíóþ
â ìàòðè÷íîì âèäå:

γij =
∂x̄k

∂xi
γ̄kl

∂x̄l

∂xj
; (γ) = (A) · (γ̄) · (A)T ,

ãäå (A)T � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.6), äåòåð-
ìèíàíò êîòîðîé ðàâåí äåòåðìèíàíòó ìàòðèöû (A) è ðàâåí J .

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äåòåðìèíàíòå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è ïî-
ìíÿ, ÷òî (γ̄) = (1), îáîçíà÷èâ äåòåðìèíàíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
áóêâîé γ, ïîëó÷àåì:

γ = J2; J =
√
γ. (1.7)

Íå íóæíî êàæäûé ðàç ðàçûñêèâàòü ëîêàëüíî äåêàðòîâó ñèñòåìó è
íàõîäèòü äåòåðìèíàíò ïðåîáðàçîâàíèé; äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü äå-
òåðìèíàíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

Àíàëîãè÷íî àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó ñ íèæíèìè
èíäåêñàìè îïðåäåëÿåòñÿ àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ñ âåðõ-
íèìè èíäåêñàìè. Â ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå îí óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

ε[ijk] ε[klm] = δilδ
j
m − δimδ

j
l . (1.8)

Îäíàêî ýòî ñîîòíîøåíèå òåíçîðíîå è îñòàåòñÿ âåðíûì â ëþáîé äðó-
ãîé ñèñòåìå. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòà ε[123] = 1/

√
γ.

×èñëî êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà â n - ìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíî n(n + 1)/2 âñëåäñòâèå ðàçëîæåíèÿ îáùåãî
òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ñ n2 êîìïîíåíò íà ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèì-
ìåòðè÷íóþ ÷àñòè.

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì èçó÷åíèÿ ñèììåòðèè òåíçîðîâ ÿâëÿåòñÿ òå-
îðåìà: ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñ àíòèñèììåòðè÷íûì òî-
æäåñòâåííî ðàâíà íóëþ:

A{ij}B[ij] = −A{ji}B[ji] = 0.

Ïðè ñâåðòêå òåíçîðà îáùåãî âèäà ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì èç ïåð-
âîãî âûðåçàåòñÿ åãî ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü, à ïðè ñâåðòêå ñ àíòèñèì-
ìåòðè÷íûì � àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü.

Òåíçîðû áîëåå âûñîêîãî ðàíãà ìîãóò áûòü ñèììåòðè÷íû èëè àí-
òèñèììåòðè÷íû ïî ãðóïïàì èíäåêñîâ.
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1.1.4 Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Èñõîäíî ôèçè÷åñêèå çàêîíû ôîðìóëèðóþòñÿ â ëîêàëüíî äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàòàõ. Êàê ïðàâèëî, â ýòè çàêîíû âõîäÿò ïðîèçâîäíûå
îò ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí � ïðîèçâîäíûå îò òåíçîðîâ. Êàê ïåðåíîñèò-
ñÿ îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìû
(x̄i) â ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (xi)? Íà÷íåì ñ âåêòîðà. Â
ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∂

∂x̄j
Āi =

∂xk

∂x̄j
∂

∂xk

(
∂x̄i

∂xm
Am
)

=

∂xk

∂x̄j
∂x̄i

∂xm
∂Am

∂xk
+
∂xk

∂x̄j
∂2 x̄i

∂xk∂xm
Am =

∂xk

∂x̄j
∂x̄i

∂xl

(
∂Al

∂xk
+
∂xl

∂x̄s
∂2 x̄s

∂xk∂xm
Am
)
. (1.9)

Ââåäåì òðåõèíäåêñíóþ ñâÿçíîñòü

Γlkm =
∂xl

∂x̄s
∂2 x̄s

∂xk∂xm
= Γlmk, (1.10)

ñèììåòðè÷íóþ ïî íèæíèì èíäåêñàì, êîìïîíåíòû êîòîðîé âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ñòàðûõ è íîâûõ êîîðäè-
íàò. Òîãäà âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (1.9) � ïðåîáðàçîâàííàÿ ïî
çàêîíàì ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ òåíçîðíûì ïðåäñòàâèòåëåì îáû÷íîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé â
ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå, � ïðèìåò âèä:

∇k Al ≡ Al;k = Al,k +ΓlkmA
m. (1.11)

Â îòëè÷èå îò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, ñîêðàùåííî îáîçíà÷àåìîé çàïÿ-
òîé, êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ìû áóäåì îòäåëÿòü òî÷êîé ñ çàïÿ-
òîé.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íå îáðàçóþò òåíçîðà: â ëîêàëüíî äåêàð-
òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âñå êîìïîíåíòû â âûäåëåííîé òî÷êå ðàâíû
íóëþ (ïîýòîìó êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé), â
äðóãèõ êîîðäèíàòàõ � îòëè÷íû îò íóëÿ.
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Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðåäñòà-
âèòåëåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé â ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, ïîýòîìó, ñðàçó ìîæíî çàïèñàòü ïðàâèëî êîâàðèàíòíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ (êàê è äëÿ îáû÷íîé ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé):

∇m(T ijkP
ls
r ) = P lsr ∇mT ijk + T ijk∇mP lsr ,

îòêóäà íåñëîæíî âûâåñòè ïðàâèëî êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ òåíçîðîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà:

∇mT ijk = ∂mT
i
jk + ΓimsT

s
jk − ΓsmjT

i
sk − ΓsmkT

i
js. (1.12)

Èç âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóë êàæåòñÿ, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâÿç-
íîñòåé íóæíî çíàòü ñâÿçü ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ëîêàëüíî äåêàðòîâîé.
Îäíàêî, ñóùåñòâóåò äðóãîé ïóòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâÿçíîñòåé. Â ëî-
êàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû íóëþ:

∇kγij = γij ,k −Γskiγsj − Γskjγis = 0,

÷òî ìîæíî ïðè çàäàííîì ìåòðè÷åñêîì òåíçîðå (è, ñëåäîâàòåëüíî,
åãî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòåé, îòêóäà (ñ ó÷åòîì
ñèììåòðèè ñâÿçíîñòåé ïî íèæíèì èíäåêñàì) ìîæíî âûðàçèòü ñâÿç-
íîñòè ÷åðåç ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

Γijk =
γis

2
(γsj ,k +γsk,j −γjk,s ). (1.13)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà êàê ôóíêöèè êî-
îðäèíàò ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü òåíçîðíûé ïåðåíîñ ïðîèçâîäíîé ëþ-
áîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ èç ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â
ïðîèçâîëüíóþ.

1.1.5 Îïåðàòîðû òåîðèè ïîëÿ

Â îáû÷íîé òåîðèè ïîëÿ èñïîëüçóþòñÿ òàêèå îïåðàöèè, êàê ãðà-
äèåíò ôóíêöèè, äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð âåêòîðà, îïåðàòîð Ëàïëàñà.
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Êàê ýòè îïåðàöèè ïåðåíîñÿòñÿ â èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî? Èñ-
õîäíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä: ìàëàÿ îáëàñòü ðèìàíîâà
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïëîñêîé (òî÷íî � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ).
Ââåäåì â íåé äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (ëîêàëüíî äåêàðòîâû) è çàïè-
øåì â íèõ óïîìÿíóòûå îïåðàòîðû â èõ òðàäèöèîííîì âèäå. Ïåðåõîä
â ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû ñîâåðøàåòñÿ çàìåíîé îáû÷íûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ íà êîâàðèàíòíûå ïðè ó÷åòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà.

Ãðàäèåíò ñêàëÿðà ∇i f = ∂i f � âûðàæàåòñÿ òàêèì îáðàçîì â ëþ-
áîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîì âûðàæåíèè íå ïîÿâëÿåòñÿ íè ìåòðè-
÷åñêèé òåíçîð, íè ñâÿçíîñòè.

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà (ñêàëÿð) äîëæíà áûòü âûðàæåíà ÷åðåç êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå:

divA = ∇iAi = Ai,i +ΓijiA
j = Ai,i +Ai

(
√
γ),i√
γ

=
1
√
γ
∂i (
√
γ Ai).

(1.14)
Â âûðàæåíèè äëÿ äèâåðãåíöèè îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âõîäèò òîëü-
êî √γ.

Âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïðÿìî
ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ äëÿ äèâåðãåíöèè âåêòîðà:

Ai = γij f,j ; ∆ f = divA =
1
√
γ
∂i(
√
γ γij ∂j f). (1.15)

Ðîòîð âåêòîðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòî-
ðîãî ðàíãà è â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ, â ëþáîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå
íå çàâèñèò îò ñâÿçíîñòåé:

a[ij] = ai;j − aj;i = ai,j − aj,i.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòîò òåíçîð èìååò òðè êîìïîíåíòû, êàê è
âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç êîìïîíåíòû
ýòîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî àáñîëþòíîãî
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà:

(rot a)i = ε[ijk] aj,k. (1.16)
Âñå ýòè ôîðìóëû ïðèìåíèìû íå òîëüêî â ðèìàíîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå, íî è â åâêëèäîâîì â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ: ñôåðè÷åñêèõ,
öèëèíäðè÷åñêèõ è ïð.
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1.1.6 Èíâàðèàíòíûå èíòåãðàëû

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò îò ëîêàëüíî äåêàðòîâûõ ê ïðî-
èçâîëüíûì â ìåðå èíòåãðèðîâàíèÿ âîçíèêàåò ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâà-
íèÿ J :

dx̄1 dx̄2 dx̄3 = det
∣∣∣∣ ∂x̄i∂xj

∣∣∣∣ dx1 dx2 dx3 = J dx1 dx2 dx3,

êîòîðûé, êàê áûëî âû÷èñëåíî â (1.7), ðàâåí êîðíþ èç äåòåðìèíàíòà
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ïîýòîìó ìåðà îáúåìà â ëîêàëüíî äåêàðòîâîé
ñèñòåìå âûðàæàåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êàê

dx̄1 dx̄2 dx̄3 =
√
γ dx1 dx2 dx3 ≡ √γ d3x.

Äëÿ èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ êîîðäèíàò ýòà ìåðà ïîä èíòåãðàëîì äîëæíà óìíî-
æàòüñÿ íà ñêàëÿð.

Èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ãàóññà∫
B

∇iwi
√
γ d3x =

∫
B

∂i(wi
√
γ) d3x =

∮
∂B

wi
√
γ dsi, (1.17)

ïðåîáðàçóþùàÿ èíòåãðàë â îáëàñòè B îò äèâåðãåíöèè âåêòîðà â ïî-
òîê ýòîãî âåêòîðà ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè ∂B.
1.1.7 Òåíçîð êðèâèçíû

Åñëè ðàñïèñàòü êîììóòàòîð (òåíçîð)
(∇k∇l −∇l∇k)Ai = RijklA

j ,

òî ðåçóëüòàò â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâåí íóëþ, à âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
Rijkl = Γijl,k −Γijk,l +ΓiskΓ

s
jl − ΓislΓ

s
jk (1.18)

� òåíçîð êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà (òåíçîð Ðèìàíà � Êðèñòîôôåëÿ).
Åñëè ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî, òî â íåì ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâû êî-
îðäèíàòû, ãäå ñâÿçíîñòè âñþäó ðàâíû íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, òåí-
çîð Rijkl âñþäó ðàâåí íóëþ. Ýòîò òåíçîð ìàòåìàòè÷åñêè îòëè÷àåò
èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî îò ïëîñêîãî.
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Àíàëîãè÷íûé êîììóòàòîð äëÿ òåíçîðà ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà ñî-
äåðæèò ñòîëüêî ñëàãàåìûõ ñ òåíçîðîì êðèâèçíû, êàêîâ åãî ðàíã:

(∇k∇l −∇l∇k)T ijm = Riskl T
s
jm −Rsjkl T

i
sm −Rsmkl T

i
js.

Â ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà òàê æå, êàê è ñâÿçíîñòè, ðàâíû íóëþ, íî
ïðîèçâîäíûå îò ñâÿçíîñòåé ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ, è òåíçîð
êðèâèçíû (1.18) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âòîðûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêî-
ãî òåíçîðà:

Rijkl = ∂k Γijl − ∂l Γijk =
γis

2
(γsl,jk +γjk,sl−γsk,jl−γjl,sk ). (1.19)

Â îáùèõ êîîðäèíàòàõ äîáàâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå ñî ñâÿçíîñòÿìè:
√
γ R =

√
γ (γikγjl − γilγjk)γjk,il−

√
γ L

= ∂i (
√
γ (γikγjl − γilγjk)γjk,l ) +

√
γ L, (1.20)

ãäå L êâàäðàòè÷íàÿ ïî ñâÿçíîñòÿì ôóíêöèÿ
L = γij

(
ΓkimΓmjk − ΓkijΓ

m
km

) (1.21)
Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âõîäÿò â êðèâèçíó ëè-

íåéíî.
Òåíçîð êðèâèçíû îáëàäàåò âàæíûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, êî-

òîðûå ìîæíî âûâåñòè èç âûðàæåíèÿ (1.19):
• Àíòèñèììåòðèÿ â ïåðâîé è âòîðîé ïàðàõ èíäåêñîâ:

Rij kl = −Rji kl = −Rij lk = Rji lk = R[ij] [kl].

• Ñèììåòðèÿ ïî ïàðàì èíäåêñîâ:
R[ij] [kl] = R[kl] [ij].

• Òîæäåñòâî Ðè÷÷è:
Rij kl +Rik lj +Ril jk = 0.

• Äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî Áüÿíêè:
Rij kl;m +Rij lm;k +Rij mk;l = 0. (1.22)
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Íàëè÷èå ýòèõ òîæäåñòâ óìåíüøàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò
òåíçîðà êðèâèçíû, êîòîðûõ â n - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îêàçûâàåòñÿ

N =
n2(n2 − 1)

12
. (1.23)

Òàê, â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îí èìååò âñåãî îäíó êîìïîíåíòó (ãàóñ-
ñîâà êðèâèçíà), â òðåõìåðíîì � øåñòü.

Ñâåðòêà òåíçîðà êðèâèçíû ïî îäíîìó âåðõíåìó è ñðåäíåìó íèæ-
íåìó èíäåêñàì ïðèâîäèò ê òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà � òåíçîðó Ðè÷÷è

Rjl = Rijil = Rlj , (1.24)
ñèììåòðè÷íîìó ïî èíäåêñàì.

Ñâåðòêà òåíçîðà Ðè÷÷è ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì îïðåäåëÿåò ñêà-
ëÿðíîå ïîëå � ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà: γij Rij = R.

Íàêîíåö, êîìáèíàöèÿ
Gij = Rij −

1
2
δij R (1.25)

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì Ýéíøòåéíà, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-
ñòâó Ãèëüáåðòà:

∇iGij = 0, (1.26)
êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, äâàæäû ñâåðíóâ òîæäåñòâà Áüÿíêè (1.22).

Ïî÷òè âñå ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå âûøå, íå çàâèñÿò îò ðàçìåðíî-
ñòè ïðîñòðàíñòâà.

1.2 Äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè èìååò òðè êîìïîíåí-
òû, çàâèñÿùèå îò äâóõ êîîðäèíàò:

dl2 = γ11 (dx1)2 + 2 γ12 dx
1 dx2 + γ22 (dx2)2 (1.27)

Íî èìååòñÿ è äâà íåçàâèñèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðûõ ìîæíî èçìåíÿòü êîìïîíåíòû ìåòðèêè.

Íàïðèìåð, ìåòðèêà ëþáîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê êîíôîðìíî ïëîñêîìó âèäó, îïðåäåëÿåìîìó âñåãî ëèøü
îäíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò:

dl2 = f2(x, y) (dx2 + dy2), (1.28)
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â êîòîðîì îáå êîîðäèíàòû âõîäÿò ðàâíîïðàâíî. Ìîæíî, íàîáîðîò,
âûäåëèòü îäíó èç êîîðäèíàò, ïðèâåäÿ ìåòðèêó ê âèäó:

dl2 = dx2 + u2(x, y) dy2. (1.29)
Òåíçîð Ðèìàíà � Êðèñòîôôåëÿ ó äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé èìååò

âñåãî îäíó íåçàâèñèìóþ êîìïîíåíòó R[12]
[12], à òåíçîð Ðè÷÷è, âûðàæà-

þùèéñÿ ÷åðåç íåãî àëãåáðàè÷åñêè, � òðè êîìïîíåíòû, ìåæäó êîòî-
ðûìè ïîýòîìó èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïîíåíòàìè
òåíçîðà Ðè÷÷è, âûðàæàþùàÿñÿ â ðàâåíñòâå íóëþ òåíçîðà Ýéíøòåé-
íà äëÿ ëþáûõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå R√γ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé:
R
√
γ = ∂i (

√
γ (γikγjl − γilγjk)γjk,l ) =

∂1

(
γ12,2−γ22,1√

γ

)
+ ∂2

(
γ12,1−γ11,2√

γ

)
,

ïîýòîìó èíòåãðàë ïî êàêîé-òî îáëàñòè B äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè,
èìåþùåé ãðàíèöó δB, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ãðàíèöå∫

B

R
√
γ d2x =

∮
δB

wi dl
i, (1.30)

ãäå
w1 =

γ12,1−γ11,2√
γ

; w2 = −γ12,2−γ22,1√
γ

,

à ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè (ó êîòîðîé ãðàíèöà îòñóòñòâóåò) ïðè åå
ìàëîé âàðèàöèè âåëè÷èíà ýòîãî èíòåãðàëà íå ìåíÿåòñÿ � ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì:

K =
1
4π

∮
√
γ R d2x = n. (1.31)

Öåëîå ÷èñëî 1−n íàçûâàåòñÿ ðîäîì ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, ó ñôå-
ðû âíå çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà, à òàêæå ýëëèïñîèäà � ëþáîé ïîâåðõ-
íîñòè, êîòîðóþ ìîæíî áåç ðàçðûâîâ íåïðåðûâíî äåôîðìèðîâàòü â
ñôåðó, ýòî ÷èñëî ðàâíî íóëþ, à, íàïðèìåð, ó òîðà � åäèíèöå.
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1.2.1 Äâóìåðíàÿ ñôåðà

Íàèáîëåå íàãëÿäíûì, ïðèâû÷íûì è îïðåäåëåííûì íå åâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà � ïîâåðõíîñòü ìÿ÷à,
ãëîáóñà, Çåìíîãî øàðà, Ñîëíöà. Òî÷êà íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè, íàïðèìåð, íà ñôåðå íàèáîëåå ÷à-
ñòî ïðèìåíÿþò ñôåðè÷åñêèå óãëû ϑ � øèðîòà (ïðàâäà, â ìàòåìàòèêå
0 ≤ ϑ ≤ π, â îòëè÷èå îò ãåîãðàôèè, ãäå −π/2 ≤ ϑ ≤ π/2), ìåòðèêà â
êîòîðûõ äëÿ ñôåðû ðàäèóñà r âûãëÿäèò òàê:

dl2 = r2(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2). (1.32)
Î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ êîíôîðìíûå êîîðäèíàòû íà ñôåðå

dl2 =
dx2 + dy2

(1 + (x2 + y2)/(4 r2))2
. (1.33)

Â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ åäèíñòâåííàÿ íåçàâèñèìàÿ êîìïîíåíòà òåí-
çîðà Ðèìàíà � Êðèñòîôôåëÿ ñôåðû

R
[12]
[12] =

1
r2
,

à ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
R =

2
r2
.

1.3 Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà

Øåñòü êîìïîíåíò ìåòðèêè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (γij), çà-âèñÿùèå îò òðåõ êîîðäèíàò, ìîæíî èçìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèåì òðåõ
ôóíêöèé êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà èìååò âèä:

dl2 = dr2 + r2(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2). (1.34)
Â îáùåì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ òðè êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ,

ìîæíî óíè÷òîæèòü òðè íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà (â îáùåì ñëó÷àå � â êîíå÷íîé îáëàñòè), ïðèâåäÿ ìåòðèêó ê
òðèäèàãîíàëüíîìó âèäó:

dl2 = a2(x, y, z) dx2 + b2(x, y, z) dy2 + c2(x, y, z) dz2.
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Âòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð Ðèìàíà � Êðèñòîôôåëÿ àëãå-
áðàè÷åñêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð Ýéíøòåéíà (ε[ijk] � àáñîëþòíûé
àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð):

Rijkl = −ε[ijs]ε[klm]G
m
s , (1.35)

ïîýòîìó ðàâåíñòâî íóëþ òåíçîðà Ðè÷÷è (èëè òåíçîðà Ýéíøòåéíà) â
òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ïëîñêîìó ïðîñòðàíñòâó.

1.3.1 Òðåõìåðíàÿ ñôåðà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîëåçíîãî äëÿ äàëüíåéøåãî, ðàññìîòðèì òðåõ-
ìåðíóþ ñôåðó. Õîòÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà õîðîøî âñåì èçâåñòíà (ïî-
âåðõíîñòü ãëîáóñà, ìÿ÷à), òðåõìåðíàÿ ñôåðà èç-çà íåïðèâû÷íîñòè
êàæåòñÿ íåðåäêî ÷óòü ëè íå ïðîòèâîðå÷èâûì îáúåêòîì.

Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îáúåêòîâ â ñåðèè n-ìåðíûõ ñôåð. n-ìåðíàÿ
ñôåðà ðàäèóñà r èìååò äâà ïîëþñà � ñåâåðíûé è þæíûé � è ïàðàë-
ëåëè � (n − 1)-ìåðíûå ñôåðû ñ ðàäèóñàìè, óâåëè÷èâàþùèìèñÿ îò
íóëÿ ó ñåâåðíîãî ïîëþñà äî r (ýêâàòîð), à çàòåì îïÿòü óáûâàþùåãî
äî íóëÿ ê þæíîìó ïîëþñó âäîëü îäíîìåðíîãî ìåðèäèàíà. Òî÷êè íà
ìåðèäèàíå ìîæíî îïðåäåëÿòü óãëîì 0 ≥ ϑ ≥ π (øèðîòà) è äëèíà
âäîëü ìåðèäèàíà dl = r dϑ.

Ìåòðèêó n-ìåðíîé ñôåðû dΩ2
n(r) ðàäèóñà r ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç

ìåòðèêó ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà dω2
n:

dΩ2
n(r) = r2 dω2

n; dω2
n = dϑ2 + sin2 ϑ dω2

n−1. (1.36)
Èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì ïåðåìåííûì äàåò n-ìåðíûé îáúåì n-

ìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà r:
Σn(r) = rn σn (ïîñëåäíåå � îáúåì n-ìåðíîé ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäè-
óñà).

σn = σn−1

π∫
0

sinn−1 ϑ dϑ =
Γ(n2 )

√
π

Γ(n+1
2 )

σn−1. (1.37)

Ñôåð îòðèöàòåëüíîãî ðàäèóñà íåò, ïîýòîìó íóëüìåðíàÿ ñôåðà ñî-
ñòîèò òîëüêî èç ñåâåðíîãî è þæíîãî ïîëþñîâ. Îáúåì åå ðàâåí ÷èñëó
2. Îäíîìåðíàÿ ñôåðà (îêðóæíîñòü) èìååò ïàðàëëåëè â âèäå äâóõ
òî÷åê âäîëü ìåðèäèàíà è îäíîìåðíûé îáúåì åå (äëèíà) ðàâåí 2π r.
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Õîðîøî èçâåñòíàÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà èìååò ïàðàëëåëÿìè îêðóæ-
íîñòè è åå 2-ìåðíûé îáúåì (ïëîùàäü) ðàâåí

σ2 = 2π

π∫
0

sinϑ dϑ = 4π; Σ2(r) = 4π r2.

Ó òðåõìåðíîé ñôåðû ïàðàëëåëè è ýêâàòîð � äâóìåðíûå ñôåðû.
Îáúåì 3-õ ìåðíîé ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

σ3 = 4π

π∫
0

sin2 ϑ dϑ = 2π2, (1.38)

à ñôåðû ðàäèóñà r: Σ3(r) = 2π2 r3.
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòîò ðÿä ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí è ìîæíî

ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè n - ìåðíûõ ñôåð.
Ìåòðèêà òðåõìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà r â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíà-

òàõ ïàðàìåòðèçóåòñÿ òðåìÿ óãëàìè:
dl2 = r2 (dχ2 + sin2 χ (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2)). (1.39)

Èíîãäà ïîëåçíî ïðåäñòàâëåíèå äðóãèìè óãëàìè:
dl2 = r2 (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2 + cos2 ϑ dψ2). (1.40)

Î÷åíü ÷àñòî, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà,
ïðèìåíÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òðåõìåðíîé ñôåðû óãëàìè Ýéëåðà:

dl2 =
(r

2

)2

(dϑ2 + dϕ2 + dψ2 + 2 cosϑ dϕdψ). (1.41)
Íàèáîëåå îáùèì äëÿ ñôåðû ëþáîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîí-

ôîðìíî ïëîñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìåòðèêè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òðåõìåð-
íîé ñôåðû èìåþùåå âèä ìåòðèêè ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà, óìíîæåí-
íîé íà êîíôîðìíûé ìíîæèòåëü

dl2 =
dx2 + dy2 + dz2(
1 + x2+y2+z2

4 r2

)2 . (1.42)

Òåíçîð êðèâèçíû n-ìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà r âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
òåíçîð Êðîíåêåðà δij , ïðåäñòàâëÿåìîãî åäèíè÷íîé ìàòðèöåé:

Rijkl =
1
r2

(δikδ
j
l − δilδ

j
k); Rik =

n− 1
r2

δik; R =
n(n− 1)

r2
. (1.43)
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 3-õ ìåðíîé ñôåðû R = 6/r2.
Ýòè ñâîéñòâà òðåõìåðíîé ñôåðû ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ïðèâåäåííûõ âûøå êîîðäèíàò (ìåòðèê) ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ
Ricci â ïàêåòå Mathematica, ïðèâåäåííîãî â ðàçäåëå 10.1.1.
1.3.2 Ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî

Ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî � ýòî ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñòî-
ÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Ïî ðÿäó ñâîèõ ñâîéñòâ îíî ñõîäíî ñ
òðåõìåðíîé ñôåðîé � ýòî îäíîðîäíîå, èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî: êàê
è íà ñôåðå, â íåì âñå òî÷êè ðàâíîïðàâíû è ðàâíîïðàâíû âñå íàïðàâ-
ëåíèÿ.

Çàìåíîé êðóãîâîãî óãëà íà ãèïåðáîëè÷åñêèé â ìåòðèêå ñôåðû
(1.32) ïîëó÷àåòñÿ ìåòðèêà �ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî�

dl2 = r2 (dϑ2 + sh2ϑ dϕ2)), (1.44)
à àíàëîãè÷íàÿ çàìåíà â ìåòðèêå òðåõìåðíîé ñôåðû (1.39) ïîëó÷àåòñÿ
ìåòðèêà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî

dl2 = r2 (dχ2 + sh2χ(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2)). (1.45)
Àíàëîãè÷íàÿ çàìåíà â ìåòðèêå (1.40) ïðèâîäèò ê äðóãîìó âèäó

ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî:
dl2 = r2 (dϑ2 + sh2ϑ dϕ2 + ch2ϑ dψ2), (1.46)

à òàêæå ê ïåðåìåííûì, àíàëîãè÷íûì óãëàì Ýéëåðà:
dl2 =

(r
2

)2

(dϑ2 + dϕ2 + dψ2 + 2 chϑ dϕdψ). (1.47)
Èç êîíôîðìíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðåõìåðíîé ñôåðû (1.42) çàìåíîé

çíàêà ïåðåä r2 ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíîå ïðåäñòàâëåíèå Êëåéíà:
dl2 =

dx2 + dy2 + dz2(
1− x2+y2+z2

4 r2

)2 (1.48)

Çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x2 + y2 + z2 = (2 r)2. Ýòà ñôåðà
ïðåäñòàâëÿåò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ñôåðó ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, à âñå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè ýòîé
ñôåðû.
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Ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ Ricci â ðàçäåëå 10.1.1 ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷èòü
ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ýòèõ ðàçëè÷-
íûõ êîîðäèíàòàõ.

1.4 Îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Òåíçîð Ðè÷÷è îáëàäàåò îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè:
åñëè â îäíèõ è òåõ æå êîîðäèíàòàõ çàäàíû äâà ïðîñòðàíñòâà ñ ìåò-
ðè÷åñêèìè òåíçîðàìè γij è γ̃ij , òî

R̃ijkl = Rijkl + Sijkl,

ãäå òåíçîð îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíû Sijkl âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð
îòíîñèòåëüíîé ñâÿçíîñòè Πi

jk, âûðàæàåìûé ÷åðåç êîâàðèàíòíûå â
ïåðâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîäíûå îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âòîðîãî
ïðîñòðàíñòâà:

Sijkl = ∇kΠi
jl −∇lΠi

jk + Πs
jlΠ

i
sk −Πs

jkΠ
i
sl, (1.49)

ãäå Πi
jk � òåíçîð îòíîñèòåëüíîé ñâÿçíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðî-

ñòðàíñòâ:
Πi
jk = Γ̃ijk − Γijk = (1.50)

γ̃is

2
(∇j γ̃sk +∇kγ̃sj −∇sγ̃jk) =

−γ
is

2
(∇̃jγsk + ∇̃kγsj − ∇̃sγ̃jk).

Åñëè, íàïðèìåð, ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî è â íåì âûáðàíû äå-
êàðòîâû êîîðäèíàòû, òî ñâÿçíîñòè â íåì ðàâíû íóëþ è òåíçîð îòíî-
ñèòåëüíîé ñâÿçíîñòè ðàâåí ñâÿçíîñòÿì âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíà-
êî, ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì êîîðäèíàòàì (íàïðèìåð, ñôåðè÷åñêèì) åãî
êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ êàê êîìïîíåíòû òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà.
Åñëè, íàïðèìåð, è âòîðîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî è äåêàðòîâû êîîð-
äèíàòû ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè
è âòîðîãî, òî â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáå ñèñòåìû ñâÿçíîñòåé ðàâ-
íû íóëþ, à ñëåäîâàòåëüíî, è âñå êîìïîíåíòû Πi

jk áóäóò ðàâíû íóëþ,
à òàê êàê ýòî òåíçîð � îíè áóäóò îñòàâàòüñÿ íóëåâûìè è â ëþáîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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1.5 Ãåîìåòðèÿ è ýíåðãèÿ

Ïîâåðõíîñòü Çåìëè � ñôåðà, ãåîãðàôè÷åñêèå êàðòû � ïëîñêèå.
Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà êàðòîãðàôèè íå â òîì, ÷òîáû îòîáðàçèòü êàêóþ-òî
÷àñòü ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Çåìëè íà ïëîñêîé êàðòå áåç èñêàæå-
íèé � ýòî íåâîçìîæíî, � à ëèøü â òîì, ÷òîáû ýòè èñêàæåíèÿ êàê-òî
ìèíèìèçèðîâàòü â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà îòîáðàæàåìîé îáëàñòè è
öåëåé ïîëüçîâàòåëÿ êàðòû.

Ìûñëåííî ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíò. Âîçüìåì ïîëûé
âíóòðè ðåçèíîâûé ìÿ÷ è ñðåæåì ñ íåãî �øàïî÷êó�, íàïðèìåð, ïî 60-é
ïàðàëëåëè. Íà ïëîñêîì ñòîëå ýòà �øàïî÷êà� áóäåò âîçâûøàòüñÿ íà
âûñîòó r (1− cosϑ), ãäå r � ðàäèóñ ìÿ÷à, à ϑ � óãëîâîå ðàññòîÿíèå äî
ïîëþñà (30o).

Ïðèäàâèì ýòó �øàïî÷êó� êíèãîé, ÷òîáû îíà ðàñïëàñòàëàñü ìåæäó
ñòîëîì è êíèãîé, ñòàëà ïëîñêîé. Íà ýòî íóæíî çàòðàòèòü ýíåðãèþ.
Åñëè äàâëåíèå ñâåðõó óáðàòü, çà ñ÷åò ýòîé ýíåðãèè �øàïî÷êà� ñìîæåò
ïîäíÿòü èëè äàæå ïîäáðîñèòü êíèãó. Â òî æå âðåìÿ ýòà �øàïî÷êà� áåç
êàêèõ-ëèáî óñèëèé ëîæèòñÿ íà ñôåðó ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ðàäèóñó
åå âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè.

Âñå òåëà ïðèíèìàþò ãåîìåòðè÷åñêèå (ìåòðè÷åñêèå) ñâîéñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîì îíè íàõîäÿòñÿ, õîòÿ ïîñëåäíåå îò âëîæåíèÿ â
íåãî òåë òàêæå ìîæåò ñëåãêà ìåíÿòüñÿ.

Â ïðèìåðå ñ �øàïî÷êîé� íà ñàìîì äåëå ïðîèçîøëà åùå è íè÷òîæ-
íî ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ ïëîñêîãî ñòîëà. Îí ñòàë ñëåãêà íå ïëîñêèì. Íî
ìîäóëü óïðóãîñòè åãî âåùåñòâà íàìíîãî áîëüøå ìîäóëÿ óïðóãîñòè
ðåçèíû è äåôîðìàöèþ ïðåòåðïåëà, â îñíîâíîì, îíà.

Ýòî áûë äâóìåðíûé ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåõìåðíûé.
Â ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó çàëèëè ðàñïëàâëåííûé ÷óãóí è èíòåí-

ñèâíî îõëàæäàþò åå ïîâåðõíîñòü. Çàñòûâøèé ÷óãóííûé øàð áóäåò
èìåòü âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ðàçðåçàíèè åãî
íà ìåëêèå ÷àñòè, ýòè ÷àñòè íåâîçìîæíî áóäåò ñëîæèòü â øàð ñíîâà
áåç âîññòàíîâëåíèÿ íàïðÿæåíèé ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòÿìè, áåç äå-
ôîðìàöèè ýòèõ ÷àñòåé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåùåñòâî øàðà èìååò âíóòðåííþþ êðèâèçíó.

Åñëè òàêîé øàð âëîæèòü â îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, èìåþùóþ òî÷íî
òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå êðèâèçíû, êàê è â ñàìîì øàðå, òî îòäåëüíûå
÷àñòè ñîåäèíèëèñü áû áåç âñÿêîãî íàïðÿæåíèÿ. Íàïðÿæåíèÿ âîçíè-
êàþò èç-çà íåñîîòâåòñòâèÿ âíóòðåííåé êðèâèçíû âåùåñòâà øàðà è
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êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå ýòîò øàð âëîæåí.
Åñëè áû ïðîñòðàíñòâî íå îáëàäàëî äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,

èãðàëî áû ðîëü òîëüêî "ìåòîê", îíî àâòîìàòè÷åñêè ïîäñòðîèëî áû
ñâîþ ñòðóêòóðó ïîä ñòðóêòóðó êðèâèçíû âåùåñòâà íàïðÿæåííîãî
øàðà. Îäíàêî âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ íå òîëüêî â íàøåì âèðòó-
àëüíîì øàðå, íî è â òûñÿ÷àõ óæå ðàçðóøèâøèõñÿ îò âíóòðåííèõ
íàïðÿæåíèé ðåàëüíûõ èçäåëèé, ãîâîðÿò, ÷òî ñ ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ ïðîñòðàíñòâî ïðåäïî÷èòàåò ìèíèìàëüíî èçìåíÿòü ñâîþ
êðèâèçíó ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ òåë.

Ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþùàÿñÿ ãåîìåòðèÿ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà îò
íàõîäÿùåãîñÿ â íåì íàïðÿæåííîãî ÷óãóííîãî øàðà ñ äðóãîé âíóòðåí-
íåé ãåîìåòðèåé è íåìàëîé ýíåðãèåé âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ïîçâî-
ëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçìåíåíèå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà òðåáóåò
ãðîìàäíûõ ýíåðãèé.



Ãëàâà 2

Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû ê äðóãîé, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ
V , â êàæäîé òî÷êå îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ èìååòñÿ âåêòîð ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ ìãíîâåííî ñîâïàäàþùåé òî÷êè âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà îò-
íîñèòåëüíî ïåðâîãî � èìååòñÿ îäíîðîäíîå ïîëå ñêîðîñòåé.

Îäíàêî, äàæå è â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíî äâèæåíèå
îäíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî äðóãîé ñ íåîäíîðîäíûì
(è, âîçìîæíî, ïåðåìåííûì âî âðåìåíè) ïîëåì ñêîðîñòåé.

Ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ìåòðèêîé, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü êðèâèç-
íó è ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì. Àáñîëþòíîñòü ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåò-
ñÿ íåèçìåííîñòüþ ñîñòàâëÿþùèõ åãî òî÷åê, õîòÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
åãî òî÷êàìè ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì. Ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ìàòåðèàëüíûì íîñèòåëåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â áåñêîíå÷íî
ìàëîì ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì � ýòî îäíî èç ãëàâíûõ åãî
ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà íàõîäÿùèåñÿ â íåì òåëà ìîãóò ïå-
ðåìåùàòüñÿ. Ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ òåë ìîæåò îïèñûâàòüñÿ äâè-
æóùåéñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, êîîðäèíàòíûå òî÷êè êîòîðîé ïåðå-
ìåùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîé ñèñòåìå � íåèíåðöè-
àëüíîé � èìååòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà � ïîëå
àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé.

33
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2.1 Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà

Ïóñòü ìû íàõîäèìñÿ íà �÷åðòîâîì êîëåñå�, âðàùàþùåìñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Îïèøåì ñâîáîäíîå äâèæåíèå ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ñ òî÷êè çðåíèÿ âðàùàþùåãîñÿ íà êîëåñå íàáëþäàòåëÿ.
Ïîëå ñêîðîñòåé âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé
íåîäíîðîäíî:

V(r) = [ω × r].

Ñêîðîñòü êàêîé-òî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè r âî âðàùàþùåéñÿ ñè-
ñòåìå îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû (àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü)

v̄ = ṙ−V(r) = ṙ− [ω × r].

Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñîñòîèò òîëüêî èç êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè:

L =
m v̄2

2
=
m

2
(ṙ− [ω × r])2.

×åðåç èìïóëüñ ìîæíî âûðàçèòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà
îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû:

p =
∂L

∂ṙ
= m(ṙ− [ω × r]); ṙ =

p
m

+ [ω × r].

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîé ÷àñòèöû
H = (p · ṙ)− L =

p2

2m
+ (p · [ω × r]) =

p2

2m
− (r · [ω × p]),

êîòîðûé îïðåäåëÿåò äèíàìèêó
ṙ =

∂H

∂p
=

p
m

+ [ω × r]; ṗ = −∂H
∂r

= [ω × p].

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå èìïóëüñà ÷åðåç ñêîðîñòü, äëÿ ñâîáîä-
íîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåì:

d

d t
m(ṙ− [ω × r]) = m r̈−m [ω × ṙ] = m [ω × ṙ]−m [ω × [ω × r]]

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü íà ìàññó � ýòî çíà÷èò, ÷òî
çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íå çàâèñèò îò åå ìàññû, è îêîí-
÷àòåëüíî:

r̈ = 2 [ω × ṙ] + [ω × [r× ω]] = wK + wc,
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ãäå wK è wc � êîðèîëèñîâî è öåíòðîáåæíîå óñêîðåíèÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ÿâëÿ-
åòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ïîëÿ ñêîðîñòåé îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû. Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ çàêîíû äèíàìèêè ïðè ïåðåõîäå â íåèíåð-
öèàëüíóþ ñèñòåìó â îáùåì ñëó÷àå, ìû è ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

2.2 Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-

íè

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû èíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìû ÷åðåç x̄i, à íåêîòîðîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû xj(x̄, t). Ïðîèç-
âîäíûå ïî âðåìåíè, åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàò, â ðàçëè÷-
íûõ ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ñàìè êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà, âûðàæàþòñÿ ïî-ðàçíîìó.
Ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì Dt è íàçîâåì åå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.
Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

Dt F =
∂F

∂t
+
∂F

∂xi
∂xi

∂t
=
∂F

∂t
+ V i

∂F

∂xi
, (2.1)

÷òî è îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ñêàëÿðà (ýéêîíàëà,
äåéñòâèÿ) â ïðîèçâîëüíîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå.

Äëÿ òåíçîðíîé ôóíêöèè âûðàæåíèå ÷óòü ñëîæíåå, òàê êàê ïðî-
èçâîäèòñÿ åùå ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçàííîå ñ èíäåêñàìè. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèå êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Ai. Â
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà åãî êîìïîíåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü Āi:

Āi =
∂x̄i

∂xj
Aj ;

∂Āi

∂t
=
∂x̄i

∂xj

(
∂Aj

∂t
+ V k

∂Aj

∂xk

)
+Aj

∂

∂t

(
∂x̄i

∂xj

)
.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíþþ ïðîèçâîäíóþ:
∂

∂t

(
∂x̄i

∂xj

)
= −∂x̄

i

∂xl
∂x̄k

∂xj
∂

∂x̄k
∂xl

∂t
= −∂x̄

i

∂xl
∂

∂xj
V l

Îòñþäà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò êîíòðàâàðèàíòíî-
ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ (îäèíàêîâûì îáðàçîì ÷åðåç îáû÷íûå
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è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå, òàê êàê â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñå ñâÿç-
íîñòè ñîêðàùàþòñÿ):
Dt A

i =
∂

∂t
Ai −Aj

∂

∂xj
V i + V j

∂

∂xj
Ai = Ȧi −Aj V i;j + V j Ai;j . (2.2)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
Dt Bi =

∂

∂t
Bi + V j;iBj + V jBi;j (2.3)

è òåíçîðà ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà:
Dt Q

i
jk =

∂

∂t
Qijk − V i;sQ

s
jk + V s;jQ

i
sk + V s;kQ

i
js + V sQijk;s. (2.4)

Îíà ñîñòîèò èç r + 2 ñîñòàâëÿþùèõ, ãäå r � ðàíã òåíçîðà. Ïðè r = 0
(ñêàëÿð) � ìû èìååì âûðàæåíèå (2.1) ñ äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè: ÷àñò-
íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè è �ïåðåíîñíûì� ÷ëåíîì, îïðåäåëÿåìûì
ïîëåì àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ òåíçîðîâ, èìåþùèõ èíäåêñû, ê
êàæäîìó èíäåêñó (âåðõíåìó èëè íèæíåìó) äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå,
îïðåäåëÿåìîå ïðîèçâîäíîé ïîëÿ ñêîðîñòåé êàê äëÿ êîíòðàâàðèàíò-
íîãî (2.2) èëè êîâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (2.3) â çàâèñèìîñòè îò
ðàñïîëîæåíèÿ èíäåêñà.

Îñîáî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîä-
íîé ïî âðåìåíè êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Òàê êàê ïðîñòðàí-
ñòâåííûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îò íåãî ðàâíû íóëþ,
Dt γij =

∂γij
∂t

+ γis V
s,j +γjs V s,i +V s γij ,s = γ̇ij + Vi;j + Vj;i. (2.5)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò è êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
âðåìåíè îò òåíçîðíûõ ïëîòíîñòåé:

Dt
√
γ =

∂

∂t

√
γ +

√
γV i;i =

∂

∂t

√
γ +

∂

∂xi
(
√
γV i), (2.6)

îòêóäà ñëåäóåò
Dt(f

√
γ) =

∂

∂t
(f
√
γ) + ∂i(V i f

√
γ). (2.7)

Òåïåðü âñå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, ìîæíî ïåðåíåñòè â íåèíåðöèàëüíóþ, çàìåíèâ îáû÷íóþ ïðî-
èçâîäíóþ ïî âðåìåíè íà êîâàðèàíòíóþ.
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2.3 Ëè � âàðèàöèè

Ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêè (2.5) äàåò âîçìîæíîñòü èçó-
÷èòü íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííîå ïðèëîæåíèå ýòîé ôîðìóëû äëÿ îïèñàíèÿ
ïîñòîÿííîãî ïðîñòðàíñòâà � Dt γij = 0 � â íåêîòîðîé ïåðåìåííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ìãíîâåííîå èçìåíåíèå ìåò-
ðèêè γ̇ij â êàæäîé òî÷êå, ñâÿçàííîé ñ ýòîé ïåðåìåííîé ñèñòåìîé:

γ̇ij = −γis V s.j − γjs V
s,i−V s γij ,s . (2.8)

Äëÿ òåíçîðà ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà, ïîñòîÿííîãî â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå, â íåêîòîðîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå èçìåíåíèå êîìïîíåíò
âî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé V i:

Q̇ijk = V i;sQ
s
jk − V s;jQ

i
sk − V s;kQ

i
js − V sQijk;s. (2.9)

Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà èçó÷åíà âûäàþùèìñÿ íîðâåæñêèì ìàòå-
ìàòèêîì Ñîôóñîì Ëè (1842 � 1899) äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé êîîðäèíàò δ xi = V i dt, íàçûâàåòñÿ Ëè � âàðèàöèåé òåíçîðíîãî
ïîëÿ Qijk ïî ïîëþ V i è îáîçíà÷àåòñÿ

δV Q
i
jk.

Äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ U i Ëè � âàðèàöèÿ ïî
ïîëþ V i

δV U
i = V i,s U

s − V s U is = −δU V i (2.10)
îïðåäåëÿåò êîììóòàòîð äâóõ ýòèõ ïîëåé � êîíñòðóêöèþ, àíòèñèì-
ìåòðè÷íóþ ïî ïîëÿì V i è U i:

[U, V ]i = Us V i,s−V s U i,s = −[V, U ]i. (2.11)

δU (δV Qijk)− δV (δU Qijk) =

(δU δV − δV δU )Qijk = δ[U,V ]Q
i
jk. (2.12)

Êîììóòàòîð äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé åñòü òàêæå âåêòîðíîå ïîëå.
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2.4 Äâèæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëÿ ñêîðîñòåé,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñòàöèîíàðíîñòü ìåòðèêè, íåñìîòðÿ íà ïåðå-
ìåííîñòü âî âðåìåíè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòî óñëîâèå ñëåäóåò èç
(2.8):

− γ̇ij = γis V
s,j +γjs V s,i +V s γij ,s = 0 (2.13)

Åñëè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò çàäàí, òî ýòè óðàâ-
íåíèÿ, íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿìè Êèëëèíãà, ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè
ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íà âåêòîðíîå ïîëå V i
(ïîëå Êèëëèíãà) ñ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè, ñàìèõ æå óðàâíåíèé øåñòü
� ïî ÷èñëó êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåîïðåäåëåííîé, îíà èìååò ðåøåíèÿ ëèøü äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðî-
ñòðàíñòâ � ïðîñòðàíñòâ ñ äâèæåíèÿìè.

Íàèáîëåå èçâåñòíûì è âàæíûì êàê ãåîìåòðè÷åñêè, òàê è ôèçè÷å-
ñêè ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò äëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γij = δij èìååòñÿ øåñòü íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé Êèëëèíãà: òðè ñäâèãà, íóìåðóåìûõ èíäåêñîì s

V i(s) = δis, s = 1, 2, 3,

è òðè âðàùåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç àáñîëþòíûé àíòèñèììåòðè÷-
íûé òåíçîð ε[ijk]:

V i(j) = ε[ijk] x
k.

Åñëè V i(1) è V i(2) � äâà ïîëÿ Êèëëèíãà, òî èõ ñóïåðïîçèöèÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè V i = AV i(1) +B V i(2) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Êèëëèíãà. Ýòî åñòü ñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé
Êèëëèíãà.

Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî è êîììóòàòîð äâóõ ïîëåé Êèëëèíãàü òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Êèëëèíãà. Ýòèì â ìíîæåñòâî ïîëåé Êèëëèíãà
êîíêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ââîäèòñÿ àíòèêîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå.
Òåì ñàìûì ìíîæåñòâî ïîëåé Êèëëèíãà îáðàçóåò àëãåáðó, íîñÿùóþ
íàçâàíèå àëãåáðû Ëè.

Ïîëÿ Êèëëèíãà îáëàäàþò âàæíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè:



2.4. ÄÂÈÆÅÍÈß ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ 39

1. Äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ Êèëëèíãà ðàâíà íóëþ.
Äåéñòâèòåëüíî, ñâîðà÷èâàÿ (2.13) ñ îáðàòíûì ìåòðè÷åñêèì òåí-
çîðîì, ïîëó÷èì

2V s, s+ V s γij γij ,s = 2V s, s+ V s γ, s; ∂s(
√
γ V s) = 0.

2. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ Êèëëèíãà àíòèñèììåòðè÷íà.
Óðàâíåíèå (2.13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç êîâàðèàíòíûå ïðî-
èçâîäíûå

V s;i γsj + V s;j γis = Vj;i + Vi;j = 0; Vj;i = −Vi;j .

3. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ Êèëëèí-
ãà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì, äóàëüíûì àíòèñèììåòðè÷íîìó òåí-
çîðó êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé:

Ki = ε[ijk] V[j;k]; rot(V) = K.

Ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì ïîëÿ Êèëëèíãà. Âûáðàâ â ìàëîé
îáëàñòè ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, ìû ïî-
ëó÷èì îáû÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåêòîðíûì ïîëåì è åãî ðî-
òîðîì.

Â ãëàâå 10 ïðèâåäåíû òåêñòû ìîäóëåé, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü
âû÷èñëåíèå ðàññìîòðåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà êîì-
ïüþòåðå.

2.4.1 Äâèæåíèÿ äâóìåðíîé ñôåðû

Â êà÷åñòâå âòîðîãî âàæíîãî ïðèìåðà íàéäåì âåêòîðû Êèëëèíãà
äâóìåðíîé ñôåðû ñ ìåòðèêîé â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

dl2 = dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2; γϑϑ = 1; γϑϕ = 0; γϕϕ = sin2 ϑ.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò òðè êîìïîíåíòû,
ïîýòîìó óðàâíåíèé Êèëëèíãà òðè:

−γ̇ϑϑ = 2V s,ϑ γsϑ + V s γϑϑ,s = 2V ϑ,ϑ = 0.
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Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòà V ϑ çàâèñèò òîëüêî îò
ϕ.
−γ̇ϑϕ = V s,ϑ γsϕ + V s,ϕ γϑs + V s γϑϕ,s = sin2 ϑV ϕ,ϑ +V ϑ,ϕ = 0.

Ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè V ϑ òîëüêî îò ϕ
V ϕ = f(ϕ) ctgϑ+ C; V ϑ,ϕ = f(ϕ).

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
−γ̇ϕϕ = 2V s,ϕ γsϕ+V s γϕϕ,s = 2(sin2 ϑ ctgϑ f ′(ϕ)+V ϑ(ϕ) sinϑ cosϑ) = 0

îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå íà f(ϕ):
f ′′ + f = 0; f = A sinϕ+B cosϕ,

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ òðè íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Êèëëèíãà
(ïî ÷èñëó êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ):(

V ϑ

V ϕ

)
= A

(
sinϕ

cosϕ ctgϑ

)
+B

(
cosϕ

− sinϕ ctgϑ

)
+ C

(
0
1

)
=

AV(1) +B V(2) + C V(3). (2.14)
Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè

[V(3), V(1)] = V(2); [V(3), V(2)] = −V(1); [V(1), V(2)] = V(3).

2.4.2 Òðåõìåðíàÿ ñôåðà

Âåêòîðû Êèëëèíãà òðåõìåðíîé ñôåðû íàéäåì â óãëàõ Ýéëåðà,
ãäå ìåòðèêà íåäèàãîíàëüíà:

dl2 =
r2

4
(dϑ2 + dϕ2 + dψ2 + 2 cosϑ dϕdψ). (2.15)

Âåêòîðû Êèëëèíãà íàõîäÿòñÿ èç øåñòè óðàâíåíèé Êèëëèíãà. Ìû
íå áóäåì ïîäðîáíî âûâîäèòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé, îñòàâèâ ýòî
óäîâîëüñòâèå äëÿ ÷èòàòåëÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîì Ïðèëîæåíèè ìû ïðè-
âîäèì ïðîãðàììó ïîäáîðà è ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé Êèë-
ëèíãà. Ðåøåíèå øåñòèïàðàìåòðè÷íî:
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 ξϑ

ξϕ

ξψ

 = a1

 sinϕ
cosϕ ctgϑ

− cosϕ/ sinϑ

+a2

 cosϕ
− sinϕ ctgϑ
sinϕ/ sinϑ

+a3

 0
1
0

+

b1

 sinψ
− cosψ/ sinϑ

cosψ ctgϑ

+ b2

 cosψ
sinψ/ sinϑ
− sinψ ctgϑ

+ b3

 0
0
1

 = (2.16)

3∑
s=1

(as µ(s) + bs ν(s)),

ãäå âåêòîðû èç ãðóïï µ è ν êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì [µ(i), ν(j)] =
0, à âíóòðè êàæäîé ãðóïïû îíè êîììóòèðóþò êàê â ãðóïïå äâèæåíèé
äâóìåðíîé ñôåðû:

[µ(i), µ(j)] = ε[ijk] µ(k); [ν(i), ν(j)] = ε[ijk] ν(k). (2.17)
Êàê è äëÿ ëþáîãî ïîëÿ Êèëëèíãà, äèâåðãåíöèÿ êàæäîãî èç ýòèõ ïî-
ëåé ðàâíà íóëþ, à ðîòîð îáëàäàåò óäèâèòåëüíî ïðîñòûì ñâîéñòâîì:

rot(µ) = −2
r
µ; rot(ν) =

2
r
ν, (2.18)

ãäå r � ðàäèóñ ñôåðû.

2.5 Ïðîñòðàíñòâî B9

Îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ëó÷øå èçó÷àòü, èìåÿ êîíêðåòíûå
íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû. Äî ñèõ ïîð â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìû âûáè-
ðàëè åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è ñôåðó. Ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè è èçîòðîïíûìè: ïåðâîå îçíà÷àåò, ÷òî îíè îáëàäàþò òà-
êèìè ïîëÿìè Êèëëèíãà, ÷òî ñäâèãàìè ïî ýòèì ïîëÿì ëþáóþ òî÷êó
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ìîæåì ïåðåâåñòè â äðóãóþ, ÷òî îçíà÷àåò ðàâ-
íîïðàâèå âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, à âòîðîå îïðåäåëÿåò ðàâíîïðàâèå
âñåõ íàïðàâëåíèé â îêðåñòíîñòè âûáðàííîé òî÷êè. Èç èçîòðîïíîñòè
â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ñëåäóåò îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èçîòðîïíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è ïðîïîðöèîíà-
ëåí ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó (ìû äîêàæåì ýòî òîëüêî äëÿ òðåõìåðíîãî
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ïðîñòðàíñòâà):
Rij = f(xk) gij ; Rij = f(xk) δij ; R = 3f ;

Òåíçîð Ýéíøòåéíà òàêæå ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîìó
Gij = Rij −

1
2
δij R = −1

2
δij f(xk).

Èç òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà ñëåäóåò
Gij;i = −1

2
∂j f(xk) = 0; f = const.

Îòñþäà ñëåäóåò ïîñòîÿíñòâî êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà Rij;k = 0.
Îäíàêî îáðàòíîå íåâåðíî: îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî íå îáÿçàíî

áûòü èçîòðîïíûì. Êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
áûëà âûïîëíåíà â 1918 ãîäó èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì Ëóèäæè Áüÿí-
êè (ñì. [3]). Ïî åãî êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíàÿ ñôåðà ïðèíàäëåæèò
ê êëàññó 9. Îäíàêî ýòîò êëàññ çíà÷èòåëüíî øèðå. Îïèðàÿñü íà âû-
÷èñëåííûå äëÿ òðåõìåðíîé ñôåðû âåêòîðû Êèëëèíãà (2.16), ìû ïî-
ñòðîèì ìåòðèêó îáøåãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà B9.

Ïîñòðîèì ðåïåð, îáðàòíûé ðåïåðó µi(k):
3∑
k=1

µi(k) µ(k)j = δij .

Åãî êîìïîíåíòû µ(k)j :

(µ(1), µ(2), µ(3)) =

 cosϕ sinϕ 0
0 0 1

sinϑ sinϕ − sinϑ cosϕ cosϑ

 . (2.19)

Ìåòðèêà òðåõìåðíîé ñôåðû (2.15) ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç
ýòè âåêòîðû:

γij =
r2

4
(µ(1)i µ(1)j + µ(2)i µ(2)j + µ(3)i µ(3)j).

Ìåòðèêà îáùåãî ïðîñòðàíñòâà B9 ïîëó÷àåòñÿ îáîáùåíèåì ýòîãî
âûðàæåíèÿ:

γij = a2 µ(1)i µ(1)j + b2 µ(2)i µ(2)j + c2 µ(3)i µ(3)j = (2.20)
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 a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ 0 (a2 − b2) cosϕ sinϑ sinϕ

0 c2 c2 cosϑ(
a2 − b2

)
cosϕ sinϑ sinϕ c2 cosϑ c2 cos2 ϑ+ sin2 ϑ(b2 cos2 ϕ+ a2 sin2 ϕ)

 .

Êîðåíü èç äåòåðìèíàíòà ýòîãî òåíçîðà
√
γ = a b c sinϑ.

Ïîëíûé îáúåì ïðîñòðàíñòâà B9 ðàâåí 16π2abc. Ïðè a = b = c =
r/2 ìåòðèêà ïåðåõîäèò â ìåòðèêó òðåõìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà r.

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå ïîëÿ
Êèëëèíãà:

γij =
1
a2
µi(1) µ

j
(1) +

1
b2
µi(2) µ

j
(2) +

1
c2
µi(3) µ

j
(3) (2.21)

Ïðè ýòîì ïîëÿ µi(k) ïåðåñòàþò áûòü ïîëÿìè Êèëëèíãà ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, íî îñòàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, à ïîëÿ νi(k) èç (2.16) îñòàþò-
ñÿ ïîëÿìè Êèëëèíãà. Òàê êàê êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëåé
νi(k) (2.17) ñîâïàäàþò ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïû
âðàùåíèé, ïðîñòðàíñòâî B9 íåÿâíî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî. Ýòî
íå åñòü ãðóïïà âðàùåíèé âîêðóã îäíîé òî÷êè � ïðîñòðàíñòâî íå èçî-
òðîïíî. Îäíàêî íàëè÷èå ýòîé ãðóïïû äâèæåíèé ïîçâîëÿåò óïðîùàòü
ðåøåíèå ðÿäà ôèçè÷åñêèõ çàäà÷.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
R =

1
a2

+
1
b2

+
1
c2
− 1

2

(
a2

b2c2
+

b2

a2c2
+

c2

a2b2

)
(2.22)

îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà.
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Òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî

âðåìåíè

3.1 Âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî

Òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî âðåìåíè èñõîäèò èç óæå çàÿâëåííîé âî Ââå-
äåíèè ôèçè÷åñêîé êîíöåïöèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè:
Ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíûì íîñèòåëåì ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ. Îíî òðåõìåðíî.
Ãëîáàëüíîå âðåìÿ � ýòî ñîáñòâåííîå âðåìÿ ïðîñòðàíñòâà, åäèíîå

äëÿ âñåõ åãî òî÷åê. Îíî âñþäó è âñåãäà òå÷åò îäèíàêîâî ðàâíî-
ìåðíî, ñàìî ÿâëÿÿñü ìåðîé ðàâíîìåðíîñòè.

Ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ïî-
òîìó ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåí-
çîðîì, øåñòü êîìïîíåíò êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ïîëåâûìè ïå-
ðåìåííûìè ïðîñòðàíñòâà.

Òåëà äâèæóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, äèíàìèêà ïîëåé (íàïðèìåð, ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî) ñîâåðøàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ êàæäîé äâèæó-
ùåéñÿ òî÷êè îïðåäåëåíà àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ïðî-
ñòðàíñòâà.

44
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Îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò àáñîëþòíîå äâèæåíèå, èëè,
íàîáîðîò, â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò ïîëå ñêîðîñòåé
ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñÿ
øåñòüþ êîìïîíåíòàìè ïîëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γij(x, t), îïðåäå-ëÿþùåãî åãî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè,
è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ïîëÿ àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé V i(x, t), îïðåäå-
ëÿþùèìè, êàê êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà â êàæäûé äàííûé ìîìåíò
äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿìàòåðèàëüíûì íîñèòåëåì ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ, ïîòîìó ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è ïî-
ëå ñêîðîñòåé ïîëó÷àþòñÿ èç ëàãðàíæåâûõ óðàâíåíèé è íàðÿäó ñ äðó-
ãèìè ïîëÿìè (íàïðèìåð, ýëåêòðîìàãíèòíûì) îïðåäåëÿþò ýíåðãèþ.

Íàøåé çàäà÷åé òåïåðü ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óðàâíåíèé, îïðåäå-
ëÿþùèõ äèíàìèêó ïðîñòðàíñòâà. ×òîáû âûïîëíèòü ýòó çàäà÷ó, ìû
ïîñìîòðèì, êàê ñòðîÿòñÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ óæå õîðîøî èçó-
÷åííûõ ïîëåé, ïðåæäå âñåãî � ýëåêòðîìàãíèòíîãî.

3.2 Ôèçè÷åñêèå ïîëÿ

Îäíèì èç õîðîøî èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà îïðåäåëåíû ïîëÿ E è H, ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì è ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Ïðîÿâëÿþòñÿ îíè â îïðåäå-
ëåííîì âîçäåéñòâèè íà çàðÿæåííûå ÷àñòèöû.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò xi, òî ôîðìàëüíî
ìîæíî ïîëàãàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå çàäàííûì, åñëè çàäàíû ïîëÿ
E(xi), H(xi). Èçìåíåíèå èõ âî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
Ìàêñâåëëà.

Â ëîêàëüíîé îáëàñòè èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî ââåñòè äåêàð-
òîâû êîîðäèíàòû (ëîêàëüíî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû) ñ ìåòðè÷åñêèì
òåíçîðîì â âèäå åäèíè÷íîé ìàòðèöû (ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðûõ ïðî-
èçâîäíûõ). Â ýòîé ìàëîé îáëàñòè (òî÷íî � áåñêîíå÷íî ìàëîé) óðàâ-
íåíèÿ âñåõ ïîëåé, â òîì ÷èñëå è ýëåêòðîìàãíèòíîãî, îïèñûâàþòñÿ
êàê â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå â îòñóòñòâèè ïîëÿ òÿãîòåíèÿ. Ýòîò ôèçè÷åñêèé ïðèíöèï íà-
çûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ýêâèâàëåíòíîñòè. Íàçâàíèå, èäóùåå èç îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íå íàäî ðàñøèôðîâûâàòü � ÷òî ÷åìó ýêâè-
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âàëåíòíî. Ôèçè÷åñêîå åãî ñîäåðæàíèå ñôîðìóëèðîâàíî, à íàçâàíèå
óêðåïèëîñü èñòîðè÷åñêè.

Ïåðåõîä ê ãëîáàëüíûì êîîðäèíàòàì è íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
íàáëþäàòåëÿ ÷èñòî òåõíè÷åñêè ñîâåðøàåòñÿ çà ñ÷åò çàìåíû ïðîèç-
âîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì íà êîâàðèàíòíûå ïðîèç-
âîäíûå, à ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè � íà êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå
ïî âðåìåíè ñ ó÷åòîì òåíçîðíîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëåé.

3.3 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âûâîäÿòñÿ èç
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, îïðåäåëÿåìîãî ÷åðåç ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùåãî èç ñåáÿ èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè îò
ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé.

3.3.1 Ýëåêòðîäèíàìèêà

Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè (â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå)
âûâîäÿòñÿ èç ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

SE =
∫

E2 −H2

8π
d3x dt. (3.1)

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ÷àñòü ýòîãî èíòåãðàëà ïðåäñòàâëÿåò êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ, à ìàãíèòíàÿ � ïîòåíöèàëüíóþ ñî çíàêîì "ìèíóñ".

Â âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå ïîëÿ E(xi) è H(xi) ïîëàãàþòñÿ íå íåçà-
âèñèìûìè, à ïðîèçâîäíûìè îò ïîòåíöèàëîâ � ñêàëÿðíîãî φ(xk, t) è
âåêòîðíîãî A(xk, t):

H = rot(A); E = −∇φ− 1
c
Ȧ. (3.2)

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåêòîðíî-
ãî ïîòåíöèàëà A, è êâàäðàò ýòîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìàãíèòíîå ïîëå H
âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî ïî ðàñïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â ïðî-
ñòðàíñòâå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, è êâàäðàò åãî îïðåäåëÿåò
ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå (3.1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ïåðâè÷íûå ôóíê-
öèè, à íå îò ïîëåé E è H.

Îñîáóþ ðîëü â ýëåêòðîäèíàìèêå èãðàåò ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φ.
Åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè íå âõîäèò íè â ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ,
íè â äåéñòâèå. Òàêèå êîìïîíåíòû ïîëåé íàçûâàþòñÿ íåäèíàìè÷åñêè-
ìè.

Íàëè÷èå ýòîãî ïîëÿ ñâÿçàíî ñ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòüþ
ýëåêòðîäèíàìèêè: êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñ ïî-
ìîùüþ êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè χ(xk, t)

φ̃ = φ− 1
c

∂χ

∂t
; Ã = A +∇χ (3.3)

íå ìåíÿþò íè ïîëåé E è H (3.2), íè, ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèÿ (3.1).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäÿ èç âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé ýêñòðåìàëü, èç
íåå ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî äðóãèõ ýêñòðåìàëåé ñ ïîìî-
ùüþ êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.3).

Íåäèíàìè÷íîñòü ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïðèâîäèò ê ðÿäó ñëåä-
ñòâèé.

• Èñïîëüçóÿ êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (3.3), ìîæíî íàéòè
òàêóþ êàëèáðîâî÷íóþ ôóíêöèþ, ÷òîáû φ ðàâíÿëîñü íóëþ, ïî
êðàéíåé ìåðå, â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà è íà êîíå÷íîì
îòðåçêå âðåìåíè. Ïîëå Ā â ýòîé êàëèáðîâêå íàçîâåì èíâàðè-
àíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì. Ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâà-
íèè (3.3):

A = Ā +∇χ; φ = −1
c

∂χ

∂t
;

E = −∇φ− 1
c

∂A
∂t

= −1
c

∂

∂t
(A−∇χ)) = −1

c

∂

∂t
Ā.

Òàêèì îáðàçîì, êàëèáðîâî÷íûé ïîòåíöèàë φ ñëóæèò äëÿ èíâà-
ðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëà â ëþáîé êàëèáðîâêå. Îí âõîäèò òîëüêî â êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ.

• Òàê êàê äåéñòâèå îêàçàëîñü èíâàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê êà-
ëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, çíà÷èò âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî
êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè � ïî âàðèàöèè ïîòåíöèàëîâ, îïðåäåëÿ-
åìîé âàðèàöèåé êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè � äîëæíà îáðàùàòüñÿ
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â íóëü òîæäåñòâåííî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó â óðàâíåíè-
ÿõ Ìàêñâåëëà.

• Ïðè ïåðåõîäå ê ãàìèëüòîíîâó îïèñàíèþ ýëåêòðîäèíàìèêè èì-
ïóëüñ, ñîïðÿæåííûé òðåõìåðíîìó âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó (íà-
ïðÿæåííîñòü E), îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðè φ = 0.

Ïîïûòàåìñÿ òåïåðü àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ïîñòðîèòü äèíàìèêó
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

3.4 Äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà

Ñàìî ïðîñòðàíñòâî â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ìåò-
ðè÷åñêèì òåíçîðîì γij(xk) è ïîëåì àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé V i(xk).
Åñëè îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëèòü äèíàìèêó ýòèõ
ïîëåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òî ôîðìàëüíî ïðîñòðàíñòâî îêàæåòñÿ
ìíîãîêîìïîíåíòíûì ïîëåì, ñòîÿùèì â îäíîì ðÿäó, íàïðèìåð, ñ ýëåê-
òðîìàãíèòíûì.

Äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà â ÒÃÂ âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî óðàâíåíè-
ÿì ýëåêòðîäèíàìèêè èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Ëàãðàíæèàí ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Ëà-
ãðàíæèàí äîëæåí áûòü ñêàëÿðîì, à èíòåãðèðîâàíèå äîëæíî âåñòèñü
ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå â ïðîñòðàíñòâå √γ d3x.

3.4.1 Äåéñòâèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Â ýëåêòðîäèíàìèêå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êâàäðàòè÷íà ïî ïåð-
âûì ïðîèçâîäíûì âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî âðåìåíè. Êâàäðàòè÷-
íàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì âèäîì, ïðèâîäÿùèì
ê íåòðèâèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Â äèíàìèêå ïðîñòðàíñòâà òàêæå áóäåì èñõîäèòü èç ýòîãî ïðî-
ñòåéøåãî âèäà � êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êâàäðàòè÷íîé ïî ñêîðîñòÿì
èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò ìåòðèêè. Ââåäåì òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèè ïðîñòðàíñòâà:

µij =
1
2 c
Dt γij =

1
2 c

(γ̇ij + Vi;j + Vj;i). (3.4)
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Ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé V i âõîäèò â äåéñòâèå è ìîæåò âõîäèòü
â íåãî òîëüêî ÷åðåç ýòîò òåíçîð. Ýòî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà, ïî êîòîðîìó ìîæíî ñîçäàòü îäèí ëèíåéíûé è îäèí êâàäðà-
òè÷íûé èíâàðèàíò:

µ = γij µij ; K = γikγjl µijµkl,

ïðè÷åì êâàäðàò ëèíåéíîãî òàêæå êâàäðàòè÷åí ïî µij , ïîýòîìó êâà-
äðàòè÷íàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå:

T =
c4

16πk

∫
(αK − βµ2)

√
γ d3x,

ãäå α è β � íåèçâåñòíûå áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû, à îáùèé ìíîæè-
òåëü ïîäñòàâëåí èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå èç ôèçè÷å-
ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî â íåãî äîëæíà âõîäèòü ãðàâèòàöè-
îííàÿ ïîñòîÿííàÿ k. Ñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îò-
ðèöàòåëüíà � èç ýòîãî ñëåäóåò ãðàâèòàöèîííîå ïðèòÿæåíèå òåë. Â
òî æå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíî (Òåéëîð è Õàëñ, Íîáå-
ëåâñêàÿ ïðåìèÿ 1993 ãîäà), ÷òî ãðàâèòàöèîííîå èçëó÷åíèå óíîñèò
ïîëîæèòåëüíóþ ýíåðãèþ. Ïîýòîìó ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ â öåëîì
çíàêîíåîïðåäåëåííà, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ çíàêîì ìèíóñ ìåæäó äâóìÿ
ñëàãàåìûìè.

Ïðîöåññ ïîäáîðà ëàãðàíæèàíà íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì,
ýòî ðåêóðñèâíûé ïðîöåññ: ñíà÷àëà âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå äîïó-
ñòèìûå êîíñòàíòû, çàòåì èùóòñÿ ðåøåíèÿ, à çàòåì èç àíàëèçà ôèçè-
÷åñêîãî ñìûñëà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïî âîçìîæíîñòè ýòè êîíñòàí-
òû êîíêðåòèçèðóþòñÿ. Ýòîò ïðîöåññ ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì êîíñòàíò
α = 1 è β = 1, è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êâàäðàòè÷íà ïî ïðîèçâîäíûì
îò êîìïîíåíò ìåòðèêè ïî âðåìåíè:

T =
c4

16π k

∫
(µij µ

j
i − (µjj)

2)
√
γ d3 x, (3.5)

ïðè ýòîì ìíîæèòåëü ïåðåä èíòåãðàëîì îáåñïå÷èâàåò ðàçìåðíîñòü
ýíåðãèè kgm2 s−2 (k � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ
kg−1m3 s−2, à µ èìååò ðàçìåðíîñòü m−1).

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ñîäåðæàùàÿ ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïî êîîðäèíàòàì, ìîæåò âûðàæàòüñÿ ëèøü ÷å-
ðåç ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà R:

S =
c4

16π k

∫
(µij µ

j
i − (µjj)

2 +R)
√
γ d3 x dt+ Sm, (3.6)
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ãäå Sm � äåéñòâèå ïðî÷åé ìàòåðèè. Â óðàâíåíèÿ äèíàìèêè îò íåãî
âîéäóò êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà.
3.4.2 Áåçðàçìåðíàÿ çàïèñü

Â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ïðèíÿòî ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåëüíî ïðî-
ñòîé ñèñòåìîé åäèíèö � ïóñòü íå î÷åíü óäîáíîé äëÿ ðàñ÷åòà ýêñïåðè-
ìåíòà, íî ïðåäåëüíî óïðîùàþùåé ôîðìóëû. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé
ÿâëÿåòñÿ ïëàíêîâñêàÿ ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé â êëàññè÷åñêèõ
çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ îòíîñèòåëüíûå åäèíèöû:

• ñêîðîñòü ñâåòà c = 1 � âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ; ìåòð âðåìåíè
� ýòî âðåìÿ, çà êîòîðîå ñâåò ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå 1 ìåòð; ïðè
ïåðåõîäå â îáû÷íóþ ñèñòåìó, íàïðèìåð â ÑÈ, íóæíî âðåìÿ â
ìåòðàõ äåëèòü íà çíà÷åíèå ñêîðîñòè ñâåòà â äàííîé ñèñòåìå.

• 8π k = 1 � ìàññà (m) òîæå èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ; ïðè âîçâðàòå â
ðàçìåðíóþ ñèñòåìó åäèíèö ìàññà â êèëîãðàììàõ (M) (ñ ó÷åòîì
è âðåìåíè â ñåêóíäàõ) íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

M = m
c2

8π k
.

• Ýíåðãèÿ, êàê è ìàññà, òàêæå âûðàæàåòñÿ â ìåòðàõ (e). Ýíåð-
ãèÿ â äæîóëÿõ (E) âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ýíåðãèè â ìåòðàõ ïî
ôîðìóëå

E = e
c4

8π k
.

Â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàí-
êà ~, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ýíåðãèÿ·âðåìÿ, íî òàê êàê êàæäûé èç
ñîìíîæèòåëåé âûðàæàåòñÿ â ìåòðàõ, òî â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ
ðàçìåðíîñòü ~ � êâàäðàòíûå ìåòðû. Òåì ñàìûì êâàíòîâîìåõàíè÷å-
ñêèå çàäà÷è ìîæíî ïîëíîñòüþ îáåçðàçìåðèòü, ïîëîæèâ ~ = 1, ââåäÿ
òåì ñàìûì ïëàíêîâñêóþ åäèíèöó äëèíû l0 èç ñîîòíîøåíèÿ

~ =
c3

8π k
l20; l0 =

√
8π k ~
c3

.

Ïðè ýòîì è äëèíû, è âðåìÿ, è ìàññû, è ýíåðãèè áóäóò áåçðàç-
ìåðíûå � èõ çíà÷åíèÿ â ìåòðàõ âûðàæàþòñÿ â äîëÿõ l0 (áóäåì èõ
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îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèìâîëàìè, íî ñ ÷åðòîé ñâåðõó). Âîçâðàò ê ðàç-
ìåðíûì åäèíèöàì ïðîâîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:

l = l̄ · l0 = l̄

√
8π k ~
c3

;

E = Ē
c4

8π k
l0 = Ē c2

√
~ c

8π k
; (3.7)

M = M̄

√
~ c

8π k
.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàáîòàòü â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ â
êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ è â áåçðàçìåðíîì âèäå â êâàíòîâîìåõàíè÷å-
ñêèõ, ïåðåñ÷èòûâàÿ â ðàçìåðíûå âåëè÷èíû ïî âûøåïðèâåäåííûì
ôîðìóëàì.
3.4.3 Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ äåéñòâèå (3.6) èìååò âèä:
S =

1
2

∫
(µij µ

j
i − (µjj)

2 +R)
√
γ d3 x dt+ Sm, (3.8)

Àáñîëþòíûå ñêîðîñòè V i âõîäÿò òîëüêî â êèíåòè÷åñêóþ ÷àñòü
äåéñòâèÿ. Ââåäÿ èìïóëüñû

πij =
√
γ

2
(µij − δij µ

s
s),

âàðüèðóÿ äåéñòâèå ïî øåñòè êîìïîíåíòàì ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðè-
êè, ïîëó÷èì øåñòü óðàâíåíèé äèíàìèêè

π̇ij = bij +
√
γ Gij +

√
γ Qij , (3.9)

ãäå bij íàçîâåì ñîáñòâåííûì òåíçîðíûì òîêîì

bij = −δij
√
γ

2
(µkl µ

l
k − µkkµ

l
l)− ∂s(V s πij) + V i,s π

s
j − V s,j π

i
s,

Gij � òåíçîð Ýéíøòåéíà ïðîñòðàíñòâà (òðåõìåðíîãî), à Qij � âíåøíèé
òîê, ïîëó÷àþùèéñÿ âàðèàöèåé äåéñòâèÿ ïðî÷åé (âëîæåííîé) ìàòå-
ðèè ïî ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó ïðîñòðàíñòâà � âíåøíèé òåíçîðíûé
òîê.
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3.4.4 Óðàâíåíèÿ ñâÿçè

Âàðèàöèÿ ïî òðåì êîìïîíåíòàì ïîëÿ àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé V i

äàåò òðè óðàâíåíèÿ ñâÿçè:
∇i πij = ∂i π

i
j − Γijk π

k
i =

√
γ Jj . (3.10)

Ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåéíû ïî ñêîðîñòÿì V i è èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå:

1
2
∇iγ̇ij −

1
√
γ
∂j ˙√γ+Rij V i +

1
2
∇i(Vi,j −Vj ,i ) = Jj . (3.11)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé � âåêòîðíûé èñòî÷íèê � ïîëó÷àåòñÿ âà-
ðèàöèåé äåéñòâèÿ ïðî÷åé ìàòåðèè ïî ïîëþ ñêîðîñòåé, êîòîðîå è äëÿ
äðóãèõ ïîëåé âõîäèò òîëüêî â ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, òî åñòü âà-
ðèàöèåé òîëüêî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýòèõ ïîëåé.
3.4.5 Òåîðåìà î âèðèàëå ïðîñòðàíñòâà

Ñâåðíóâ ïî èíäåêñàì óðàâíåíèå (3.9) è îáîçíà÷èâ ñâåðòêó πii ≡ π,
â îòñóòñòâèè âíåøíåãî òîêà (äëÿ ÷èñòîé ãðàâèòàöèè) ïîëó÷èì

π̇ + ∂s(V s π) = −3T − 1
2
R
√
γ = −3T + U, (3.12)

ãäå T � ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, à U � ïîòåíöèàëüíîé. Òåî-
ðåìà î âèðèàëå ïðèìåíèìà ê ïî÷òè ñòàöèîíàðíûì ïîëÿì â îáëàñòè,
íà ãðàíèöå êîòîðîé V n = 0 � îòñóòñòâóþò ïîòîêè ÷åðåç ãðàíèöó.
Óñðåäíèâ (3.12) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíåé
ïîòåíöèàëüíîé T , êèíåòè÷åñêîé U è ïîëíîé E ýíåðãèÿìè:

U = 3T ; E = T + U = 4T. (3.13)
Ïðè óïîìÿíóòûõ óñëîâèÿõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à ñëåäîâàòåëü-

íî, è ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíà.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íóæíî çíàòü ïîëå àáñî-

ëþòíûõ ñêîðîñòåé â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, èíôîðìàöèþ î êîòî-
ðîì, íàïðèìåð, â äèíàìèêå Êîñìîñà ìîãóò äàòü âèäèìûå çâåçäû, à
òåîðåìà î âèðèàëå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîëíóþ ýíåðãèþ.
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3.4.6 Òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ìû ìîæåì òàê èëè èíà÷å
èçìåíèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Íàïðèìåð, ëþáàÿ äâóìåðíàÿ ìåòðèêà
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê êîíôîðìíî ïëîñêîìó âèäó (ìåòðèêà ïëîñ-
êîãî ïðîñòðàíñòâà, óìíîæåííàÿ íà êàêóþ-òî ôóíêöèþ êîîðäèíàò).
Òðåõìåðíàÿ ìåòðèêà (â êîíå÷íîé îáëàñòè) ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
äèàãîíàëèçîâàíà � ïðèâåäåíà ê òðèîðòîãîíàëüíîìó âèäó. Îäíàêî
äëÿ ïîääåðæàíèÿ òàêîãî âèäà â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè, åñ-
ëè ìåòðèêà ìåíÿåòñÿ, ïðèäåòñÿ íåïðåðûâíî ïðîâîäèòü ïðåîáðàçîâà-
íèÿ êîîðäèíàò, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, ïðèâîäÿùåå ê ïîÿâëåíèþ ïîëÿ
ñêîðîñòåé.

Èñïîëüçîâàíèå òðåõ êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ óìåíü-
øåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðèâîäèò ê
íåêîòîðîìó èçáûòêó ÷èñëà óðàâíåíèé íàä ÷èñëîì äèíàìè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óðàâíåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ íåêîòîðûì òî-
æäåñòâàì.

Ýòè òîæäåñòâà â ñàìîì îáùåì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå áûëè íàé-
äåíû Äàâèäîì Ãèëüáåðòîì [5]. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèîíàë, çàâèñÿ-
ùèé îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γij è, âîçìîæíî, îò êàêèõ-òî äðóãèõ
ïîëåé yα, íî âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà ïî ýòèì ïîëÿì ðàâíà íóëþ. Ýòî
ìîæåò áûòü äåéñòâèå äëÿ ïîëåé yα, è ðàâåíñòâî íóëþ âàðèàöèé ïî
ýòèì ïîëÿì òîãäà îçíà÷àåò âûïîëíåíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî
ýòèì ïîëÿì. Â âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà

δ S[yα, γij ] =
∫ (

δ S

δ yα
δ yα +

δ S

δ γij
δγij

)
√
γ dnx

ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Åñëè æå âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ âûçâàíà
ïðîñòî ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò, òî îíà ðàâíà íóëþ âñëåäñòâèå
èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ, îäíàêî âòîðîå ñëàãàåìîå íå ðàâíî íóëþ.
Îáîçíà÷èì

δ S

δ γij
≡ Bij .

Âàðèàöèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò
δxi = ξi(x) � Ëè - âàðèàöèÿ:

δγij = −(ξi;j + ξj;i).
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Ïîäñòàâëÿÿ åå â âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,
ïîëó÷èì

0 =
∫

2Bij ξi;j
√
γ dnx = 2

∫ (
∇j(Bij ξi)− ξi∇j Bij

) √
γ dnx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïî òåîðåìå Ãàóññà ïåðåõîäèò â ïîâåðõíîñòíûé èí-
òåãðàë, à íåîáõîäèìîñòü ðàâåíñòâà íóëþ âêëàäà â âàðèàöèþ îò âòî-
ðîãî ïðè ïðîèçâîëüíîñòè â êàæäîé òî÷êå âàðèàöèè ξi ïðèâîäèò ê
òîæäåñòâó Ãèëüáåðòà

∇i
(
δ S

δ γij

)
= 0. (3.14)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèîíàëà Ãèëüáåðòà
SH = −1

2

∫
R
√
γ dn;

δ S

δ γij
=

1
2
Gij ,

ãäå R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà n - ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à Gij =
Rij − Rγij/2 � òåíçîð Ýéíøòåéíà, â ëþáîé ðàçìåðíîñòè òîæäåñòâà
Ãèëüáåðòà ïðèíèìàþò âèä:

∇iGij = ∇iRij −
1
2
R,j = 0. (3.15)

Ýòî òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âàðèàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå � äëÿ âàðèà-
öèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ ïîëåé

∇i bij = 0, (3.16)
à ïðè íàëè÷èè äðóãèõ ïîëåé � ýòî îòíîñèòñÿ ê âàðèàöèè ïî ìåòðè-
÷åñêîìó òåíçîðó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âñåõ ïîëåé, òàê êàê òóäà åùå
âõîäèò ïîëå ñêîðîñòåé V i, íî âàðèàöèÿ ïî íåìó ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ðàâíà íóëþ.
3.4.7 Ãàìèëüòîíèàí

Ãàìèëüòîíèàí ñòàíäàðòíûì ïóòåì ïîëó÷àåòñÿ èç ëàãðàíæèàíà:
H =

∫
πij γ̇ijd3x− L =
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∫ (2πijπ
j
i − (πii)

2

√
γ

− 1
2
R
√
γ − 2πij V

j
;i

)
d3x. (3.17)

Âàæíîé åãî îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ çíàêîíåîïðåäåëåííîñòü, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî îêàçûâàþòñÿ âîçìîæíûìè òàêèå ÿâëåíèÿ, êàê êîñìîëîãè-
÷åñêîå ðàñøèðåíèå.
3.4.8 Ïîòîê ýíåðãèè

Â ñòàíäàðòíîé òåîðèè ïîëÿ ëàãðàíæèàí çàâèñèò îò íåêîòîðîé
(âîçìîæíî, ìíîãîêîìïîíåíòíîé) ôóíêöèè yα è åå ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì L(yα, ẏα, yα,i ). Îí îïðåäåëÿåò óðàâ-
íåíèÿ äèíàìèêè ïîëÿ yα ÷åðåç óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

∂L

∂yα
− ∂

∂t

(
∂L

∂ẏα

)
− ∂

∂xi

(
∂L

∂yα,i

)
= 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò íåðàçðûâíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè:
∂

∂t

(
ẏα

∂L

∂ẏα
− L

)
+

∂

∂xi

(
ẏα

∂L

∂yα,i

)
= 0

è îïðåäåëÿþò ïëîòíîñòü è ïîòîê ýíåðãèè
ε = ẏα

∂L

∂ẏα
− L; U i = ẏα

∂L

∂yα,i
, (3.18)

óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè
∂t ε+ ∂i U

i = 0. (3.19)
Ïîòåíöèàëüíàÿ ÷àñòü ëàãðàíæèàíà√γ R ñîäåðæèò íå òîëüêî ïåð-

âûå, íî è âòîðûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà. Â ýòîì ñëó÷àå (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ yα) óðàâíåíèÿ Ëàãðàí-
æà ñëåãêà óäëèíÿþòñÿ:

∂L

∂yα
− ∂

∂t

(
∂L

∂ẏα

)
− ∂

∂xi

(
∂L

∂yα,i

)
+

∂2

∂xi∂xj

(
∂L

∂yα,ij

)
= 0

è óäëèíÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè
U i = ẏα

(
∂L

∂yα,i
− ∂j

(
∂L

∂yα,ij

))
+ ẏα,j

∂L

∂yα,ij
. (3.20)
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Â ëîêàëüíî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
∂R
√
γ

∂γij ,k
= 0;

∂R
√
γ

∂γij ,kl
=
√
γ (γikγjl − γijγkl).

Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîòîêà ðàâíà íóëþ
∂R
√
γ

∂γij ,k
− ∂l

(
∂R
√
γ

∂γij ,kl

)
= 0,

òàê êàê ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ëîêàëüíî äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ðàâíû íóëþ. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîòîêà

∂R
√
γ

∂γij ,kl
γ̇ij ,l =

√
γ (γikγjl − γijγkl) 2µij ,l = 4πkl,l = 0,

òàê êàê îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå â ëîêàëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ïå-
ðåõîäÿò â êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå, à πkl;l =
0 � ýòî óðàâíåíèÿ ñâÿçåé â âàêóóìå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè â ãëîáàëüíîé èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå ðàâåí íóëþ è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñîõðàíÿåòñÿ ëîêàëüíî.

Ýòî åñòü ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîòîê ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ âàðèà-
öèåé ïî ïîëþ ñêîðîñòåé, à âàðèàöèÿ ïî íåìó ðàâíà íóëþ � ýòî óðàâ-
íåíèÿ ñâÿçåé.

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå â êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êàæäîãî ïîëÿ
yα ïîÿâëÿþòñÿ äîáàâêè, ñâÿçàííûå ñ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè ẏα + V i yα,i + . . ., ÷òî ïðèâîäèò ê òîêó

U i = V i
∑
α

∂Lα
∂ẏα

ẏα = V i
∑
α

πα ẏα. (3.21)

Åñëè ïîâåðõíîñòü, ÷åðåç êîòîðóþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîê, íåïîäâèæ-
íà îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, òî â ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿ
åå òî÷êè äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè V i(x), ÷òî ïðèâîäèò ê äîáàâêå â
ïîòîê êàæäîãî ïîëÿ yα âåëè÷èíû −V i Lα, òàê ÷òî ñ ó÷åòîì (3.21)
ïîòîê ÷åðåç ãëîáàëüíî íåïîäâèæíóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí

J =
∑
α

∮
(πα ẏα − Lα)V i dSi =

∑
α

∮
εα V

i dSi, (3.22)

÷òî òàêæå ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå ëîêàëüíîé ñóììàðíîé ïëîòíîñòè
ýíåðãèè âñåõ ïîëåé, â òîì ÷èñëå è ïðîñòðàíñòâà.
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3.4.9 Ãðàâèòàöèîííûé ïîòîê

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè ïðî-
ñòðàíñòâà, ñâÿçàííîå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé W =

∫
R
√
γ d3x.Ñëîæíîñòè ñ îïèñàíèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïîòîêà ýíåðãèè ñâÿçàíû

ñ ïðîèçâîëîì âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Åñëè èç ìàòåìàòè÷åñêèõ
ñðåäñòâ âûäåëåíî òîëüêî ëîêàëüíîå ïîíÿòèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîä-
íîé, òî â ëîêàëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå âñåõ
êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû íóëþ è îïèñàíèå êîâàðèàíò-
íûõ ïîòîêîâ, îïèðàþùååñÿ íà ëîêàëüíóþ êîâàðèàíòíîñòü, çàõîäèò â
òóïèê. Â òî æå âðåìÿ, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïîòîêå ýíåðãèè ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòü, íóæíî îïðåäåëÿòü íå ëîêàëüíî êîâàðèàíòíûå âåëè÷èíû,
à ïðèâÿçàííûå ê ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè.

Êàê è ïðè îïðåäåëåíèè êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé, ãäå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò èñïîëüçóþòñÿ ñíà÷àëà äëÿ âûáîðà ïðåäåëüíî
ïðîñòîé ìåòðèêè âáëèçè çàäàííîé òî÷êè � ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìû, � äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè íóæíî ïðå-
äåëüíî óïðîñòèòü ìåòðèêó âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè.

Âûáåðåì îäíó èç òðåõ êîîðäèíàò (z) òàê, ÷òîáû óðàâíåíèå ñàìîé
ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿëîñü óðàâíåíèåì z = 0, à ìåòðèêà âáëèçè íåå

dl2 = dz2 + σαβ dy
α dyβ ; α, β = 1, 2;

√
γ =

√
σ. (3.23)

Ïåðåìåííûå y1, y2 ïàðàìåòðèçóþò ñàìó ïîâåðõíîñòü.
Â ýòîé ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé

ïîâåðõíîñòè (øòðèõîì îáîçíà÷àåì ïðîèçâîäíóþ ïî z)
(3)

R
√
γ = −(

√
σ)′′ +

√
σ

4
(σαµ σβν − σαβ σµν)σ′αβ σ

′
µν +

√
σ

(2)

R . (3.24)
Ïåðâîå è ïîñëåäíåå (ñì. ô. (1.31)) ñëàãàåìûå â ýòîì âûðàæåíèè íå
äàþò âêëàäà â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ìîãóò áûòü îòáðîøåíû. Ýô-
ôåêòèâíûì âûðàæåíèåì äëÿ ýíåðãèè îñòàåòñÿ

W =
∫
σ′11σ

′
22 − (σ′12)

2

√
σ

dy1 dy2 dz, (3.25)
÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòü

Uz =
1√
σ

(σ′11 σ̇22 + σ′22 σ̇11 − 2σ′12 σ̇12). (3.26)
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Îäíàêî ïðè èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè ìåòðèêå âûáðàòü ñïåöè-
àëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò âáëèçè ïîâåðõíîñòè íåâîçìîæíî. Ïîýòî-
ìó ðàññìîòðèì ñâÿçü ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàò ñ ïðîèçâîëüíûìè, â
êîòîðûõ

γij =
∂z

∂xi
∂z

∂xj
+ σαβ

∂yα

∂xi
∂yβ

∂xj
.

Ïðîèçâîäíàÿ
∂γij
∂xk

=
∂2 z

∂xi∂xk
∂z

∂xj
+
∂z

∂xi
∂2 z

∂xj∂xk
+σαβ

(
∂2 yα

∂xi∂xk
∂yβ

∂xj
+
∂yα

∂xi
∂2 yβ

∂xj∂xk

)
+

(
∂σαβ
∂z

∂z

∂xk
+
∂σαβ
∂yµ

∂yµ

∂xk

)
∂yα

∂xi
∂yβ

∂xj
.

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè
∂σµν
∂z

=
∂xk

∂z

∂xi

∂yµ
∂xj

∂yν

(
∂γij
∂xk

− γjl
∂xl

∂yα
∂2 yα

∂xi∂xk
− γil

∂xl

∂yα
∂2 yα

∂xj∂xk

)
.

(3.27)
Ìàêñèìàëüíîå óïðîùåíèå îáùèõ êîîðäèíàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî

âûäåëÿåòñÿ îäíà êîîðäèíàòà, íàïðèìåð, x3, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå ïî-
âåðõíîñòè x3 = x3

0. Òîãäà èç óðàâíåíèé äëÿ ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàò
z, yα

γij
∂z

∂xi
∂z

∂xj
= 1; γij

∂z

∂xi
∂yα

∂xj
= 0,

ïðè óñëîâèè z = 0 íà ïîâåðõíîñòè íàõîäèì ïðè ìàëûõ z:
z = f (x3 − x3

0); yα = xα − τα (x3 − x3
0),

ãäå îáîçíà÷åíî √
γ33 ≡ 1

f
;

γ3α

γ33
≡ τα,

îòêóäà èç (3.27) ïîëó÷àåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè

Dz σαβ =
1
f

(σαβ ,3 +τµ σαβ ,µ +τµ,α σµβ + τµ,β σαµ), (3.28)
àíàëîãè÷íóþ ââåäåííîé ðàíüøå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðå-
ìåíè.
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Òåïåðü èç (3.26) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà ãðàâèòàöèîííîé
ýíåðãèè:

Un =

√
γ33

√
γ

(γ̇11Dzγ22 + γ̇22Dzγ11 − 2 γ̇12Dzγ12). (3.29)
Â ñàìîì îáùåì âèäå ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò ïîïåðå÷íî-
ïîïåðå÷íûõ ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëè êîìïîíåíò ìåòðèêè. Îí îïðå-
äåëÿåò ñîáñòâåííî ãðàâèòàöèîííóþ ÷àñòü ïîòîêà ýíåðãèè.

3.5 Âçàèìîäåéñòâèå ñ âëîæåííîé ìàòåðè-

åé

Äåéñòâèå ïðî÷åé (âëîæåííîé) ìàòåðèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð-
íûå êîìïîíåíòû ïîëåé, îïèñûâàþùèõ ýòè âèäû ìàòåðèè, ïðîñòðàí-
ñòâåííûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð γij è âåêòîðíîå ïîëå ãëîáàëüíîé ñêî-
ðîñòè V i.
3.5.1 Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ äâóìÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè B è
E, îïðåäåëÿåìûìè ïðîèçâîäíûìè îò ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåí-
öèàëîâ. Ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèáî êàê àíòèñèììåòðè÷-
íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ëèáî êàê äóàëüíîå åìó âåêòîðíîå ïîëå:

B[ij] = Ai,j −Aj ,i = ε[ijk]B
k;

Bi = ε[ijk]Aj ,k =
ε[ijk]

2
(Aj ,k −Ak,j ).

Â îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âõîäèò ïðî-
èçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðàÿ äîëæíà
áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè:

Ẽi = −∂iφ−DtAi = −∂iφ− ∂tAi − V j Ai,j −Aj V j ,i =

−∂i(φ+ V j Aj)− ∂tAi − V j B[ij] =

− ∂i φV − ∂tAi − V j εijk B
k = Ei − V j εijk B

k. (3.30)
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Ei = −∂i φV − ∂tAi.

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ðîëü ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà èãðàåò
êîíñòðóêöèÿ

φV = φ+ V iAi. (3.31)
Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé χ òàêæå òðå-

áóåò ââåäåíèÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè:
φ̃ = φ− ∂χ

∂t
− V j χ,j ; Ãi = Ai + χ,i .

Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå φ̃V = φV − χ̇ ãàðàíòèðóåò íåèçìåííîñòü E
è B.

Â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà êîððåêòèðóþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðå-
ìåíè, çàìåíÿÿñü íà êîâàðèàíòíóþ. Â ïåðâîé ïàðå:

∂Bki
∂c t

+ V j B[ki],j +B[kj] V
j ,i−B[ij] V

j ,k +(Ek,i−Ei,k ) = 0. (3.32)
Ïîëíûé ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

L =
√
γ

32π

(
4 γij Ẽi Ẽj − (γijγkl − γkjγil)Bik Bjl

)
=

√
γ

8π
(
γij EiEj + 2 γij V k EiBkj + γij V kV lBikBjl − (3.33)

1
4

(γijγkl − γkjγil)Bik Bjl

)
êâàäðàòè÷åí ïî íàïðÿæåííîñòÿì ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé.

Ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé â ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ âõîäèò òîëüêî ÷åðåç êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.

Âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà îïðåäåëÿåòñÿ èç âàðèàöèè äåé-
ñòâèÿ ïîñëå ââåäåíèÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé

Di =
4π
√
γ

∂L

∂Ei
= γij (Ei + V k Bkj) = γij Ẽj

è ìàãíèòíîé èíäóêöèè
H [ij] = − 4π

√
γ

∂L

∂B[ij]
=
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(γik γjl + γil V jV k − γjl V iV k)B[kl] − (V i γjk − V j γik)Ek.

∂Di

∂c t
+ 2 ∂j H [ij] = 0;

ε[ijk]Hj,k −
∂Di

∂c t
− V j Di

;j −Dj V i;j = 0. (3.34)
Ñâÿçü ñ óðàâíåíèÿìè ãðàâèòàöèîííîé äèíàìèêè

γijEj Ai,k −
1
√
γ
∂i(
√
γ EiAk) =

J
(E)
k =

δ SE
δ V k

=
√
γ

4π
γij (EiBkj +BikBjl V

l). (3.35)
Âûðàæåíèå (3.35) � ýòî ïîòîê ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðå-
äåëÿþùèé âåêòîðíûé èñòî÷íèê â óðàâíåíèÿõ ñâÿçè (3.11).

Òåíçîðíûé èñòî÷íèê â äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ (3.9) ïîëó÷àåò-
ñÿ âàðèàöèåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî äåéñòâèÿ ñ ëàãðàíæèàíîì (3.33) ïî
ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó ïðîñòðàíñòâà:

−Qij =
δ SE
δ γij

. (3.36)
Â ÷åòûðåõìåðíîì îáîçíà÷åíèè âåêòîðíûé è òåíçîðíûé òîêè âìåñòå
ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè îáúåäèíÿþòñÿ â òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà
ìàòåðèè.

3.5.2 Ïûëåâèäíàÿ ìàòåðèÿ

Â êîñìîëîãèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïûëåâèäíàÿ ìàòåðèÿ ñ ÷åòû-
ðåõìåðíûì òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà

Tαβ = ρ uα uβ ,

ãäå uα � 4-âåêòîð ñêîðîñòè.
Âî âñå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè âõîäèò íîðìèðîâî÷íûé

ìíîæèòåëü
λ =

1√
1− γij

c2 (ẋi − V i)(ẋj − V j)
.
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Êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äâèæóùåéñÿ ñâîáîäíîé
÷àñòèöû:

u0 = λ; ui = λ
ẋi

c
.

Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû åå:
u0 = λ (1 +

γij
c2

(ẋi − V i)V j); ui = −λ γij
c

(ẋi − V i).

Ïðè ýòîì
u0 u0 + ui ui = 1.

Âåêòîðíûé èñòî÷íèê â óðàâíåíèÿõ ñâÿçè
Ji = T 0

i = ρ u0 ui = −ρ c γij(ẋj − V j)
c2 − γkj(ẋk − V k)(ẋj − V j)

(3.37)
è òåíçîðíûé â äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ

J ij = T ij − V i T 0
j = −ρ (ẋi − V i) γjk(ẋk − V k)

c2 − γkj(ẋk − V k)(ẋj − V j)
(3.38)

îïðåäåëÿþòñÿ àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòðàíñòâà ẋi − V i.

Êîãåðåíòíûå ÷àñòèöû � ïîêîÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà
� íå äàþò âêëàäà â èñòî÷íèêè. ×òîáû ÷àñòèöà ðàáîòàëà êàê èñòî÷íèê
â óðàâíåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà, îíà äîëæíà áûòü íåêîãåðåíòíîé � èìåòü
íåíóëåâóþ àáñîëþòíóþ ñêîðîñòü ẋi − V i.
3.5.3 Èäåàëüíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ æèäêîñòü

Â ÒÃÂ ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè âêëþ÷àåòñÿ ëîêàëü-
íî: â áåñêîíå÷íî ìàëîì ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ ìåòðèçîâàíû ìåòðè-
êîé Ìèíêîâñêîãî. Ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèé äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà
ýòîò ôàêò íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî � ðàñïðå-
äåëåííûé îáúåêò è åãî îïèñàíèå ïðîâîäèòñÿ â ãëîáàëüíîì âðåìåíè.

Îäíàêî äèíàìèêà ïîëåé, îïðåäåëÿåìûõ ëîêàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè, äîëæíà áûòü ëîêàëüíî ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíà. Óðàâíåíèå
Ãàìèëüòîíà - ßêîáè äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

1
c2

(Ṡ + V i S,i )2 − γij S,i S,j = m2 c2 (3.39)
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ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ÷åòûðåõìåðíîì âèäå:
gαβ S,α S,β = m2 c2, (3.40)

ãäå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîé ìåòðèêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òðåõ-
ìåðíóþ ìåòðèêó è ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé.

Èäåàëüíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ æèäêîñòü îïèñàíàØþòöåì [4]. Â îñíî-
âå åå ëåæèò âûðàæåíèå äëÿ ýíòàëüïèè, îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé σ:

µ =
√
gαβ σ,α σ,β . (3.41)

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ äàâëåíèÿ îò ýí-
òàëüïèè p(µ), ïðè ýòîì ïëîòíîñòü âåùåñòâà ρ, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε
îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ýòó çàâèñèìîñòü:

ρ =
d p

dµ
; ε = µ

d p

dµ
− p; ε+ p = ρµ; dε = µdρ. (3.42)

Óðàâíåíèÿ èçîýíòðîïíîé äèíàìèêè æèäêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ èç ïðèí-
öèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Sf =
∫
p(µ)

√
g d4x. (3.43)

Âàðèàöèÿ ïî σ ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà:
∂

∂xα

(
d p

dµ

∂µ

∂σ,α

)
=

∂

∂xα
(ρ uα) = 0; uα =

∂µ

∂σ,α
.

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèåé ïî
ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó:
Tij = 2

δSf
δgij

= 2
d p

dµ

∂µ

∂gij
+ 2

p
√
g

∂
√
g

∂gij
= (ε+ p)ui uj − p gij . (3.44)

Â ãëîáàëüíîì âðåìåíè âûðàæåíèå äëÿ ýíòàëüïèè

µ =

√
1
c2

(σ̇ + V i σ,i )2 − γij σ,i σ,j (3.45)
îïðåäåëÿåò ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè

u0 =
∂µ

∂σ,t
=

1
µ

(σ̇ + V i σ,i );
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ui =
∂µ

∂σ,i
=

1
µ

(σ̇ V i + (V i V j − γij)σ,j ). (3.46)
Îñîáî âûäåëèì ñëó÷àé ñòàòè÷åñêîé æèäêîñòè ui = 0. Ïðè ýòîì

σ = k (t+ s(x)). Îòñþäà
V i + (V i V j − γij) s,j = 0; si =

Vi
1− V 2

;

µ =
k√

1− V 2
. (3.47)

Êîíñòàíòà k � ãðàâèòàöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ � ïîñòîÿííà ïî âñåìó òå-
ëó. Ýíòàëüïèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ýòîé êîíñòàíòû) â ðàâíîâåñèè îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðîñòðàíñòâà: ïîëåì ñêîðîñòåé
è ìåòðèêîé. Âèäèìî, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü k = 1.

Ñîîòîøåíèå (3.47) ñòàâèò â îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñíîé æèäêîñòè â äàííîé òî÷êå ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàí-
ñòâà â ýòîé òî÷êå.

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ñòàòè÷åñêîé æèäêîñòè ïî ïîëþ ñêîðîñòåé îïðå-
äåëÿåòñÿ òîëüêî âàðèàöèåé äàâëåíèÿ

δ Sf
δ V i

=
d p

dµ

∂µ

∂V i
=

ρ Vi
(1− V 2)3/2

=
(ε+ p)Vi
1− V 2

. (3.48)
Âàðèàöèÿ ïî ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó ïðîñòðàíñòâà

δ Sf
δ γij

=
d p

dµ

∂µ

∂γij
+

p
√
γ

∂
√
γ

∂γij
=

ρ V i V j

2 (1− V 2)3/2
+
p

2
γij =

1
2

(
(ε+ p)V i V j

1− V 2
+ p γij

)
(3.49)

îïðåäåëÿþò òåíçîðíûé òîê.



Ãëàâà 4

Ðåøåíèÿ

4.1 Ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå ïðîñòðàí-

ñòâà

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà âñåãäà äèíàìè÷íà,
ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ â ãëîáàëüíîì âðåìåíè, ñòàöèîíàðíûå ñ òî÷êè
çðåíèÿ íåêîòîðîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû.

Â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ìåòðèêà ïðî-
ñòðàíñòâà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

dl2 = dr2 +R2(r)(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2), (4.1)
à ïîëå ñêîðîñòåé ðàäèàëüíî: V r = V (r).

Òàê êàê ïîëå ñêîðîñòåé âõîäèò òîëüêî â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ,
äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ñâÿçè äîñòàòî÷íî ðàñïèñàòü òîëüêî êèíå-
òè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Ïîëå ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ìåòðèêè, íåñìîòðÿ
íà îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ ïîëÿ ñêî-
ðîñòåé îòëè÷íî îò íóëÿ (øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ðàäè-
óñó):

µ11 =
1
2

(γ̇11 + 2V ′ γ11 + V γ′11) = V ′ ; µ1
1 = V ′ ;

65
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µ22 =
1
2

(γ̇22 + V γ′22) = V RR′; µ2
2 = V

R′

R
= µ3

3.

T =
1
2

((
(V ′)2 + 2

(
V
R′

R

)2
)
−
(
V ′ + 2V

R′

R

)2
)
R2 =

− 2V V ′RR′ − V 2R′
2
. (4.2)

Èç óðàâíåíèé ñâÿçè íåòðèâèàëüíî ëèøü ðàäèàëüíîå, ïîëó÷àþùå-
åñÿ èç (4.2) âàðèàöèåé ïî V :

δT

δV
= −

(
∂T

∂V ′

)′
+
∂T

∂V
= 2V RR′′ = 0,

îòêóäà R = a r + b. Òðåáîâàíèå íåñèíãóëÿðíîñòè ìåòðèêè ïðè r → 0
ïðèâîäèò ê R = r è ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, ïîýòîìó
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ è íå íàäî âû÷èñëÿòü � ëàãðàíæèàí ðàâåí
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

4.1.1 Ïîëå ñôåðè÷åñêîé ìàññû

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîêîâ ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ñðåäñòâà êîìïüþòåð-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, íàïðèìåð, îïèñàííûå â ðàçäåëå 10.3
äëÿ ïàêåòà Mathematica.

Èç äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íå ðàâíû íóëþ q11 , q
2
2 = q33 , îäíàêîïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè-

÷åñêè âñëåäñòâèå òîæäåñòâ Ãèëüáåðòà. Êîìïîíåíòà

q11 =
V (2 r V ′ + V )

r2
=

(r V 2)′

r2
(4.3)

â âàêóóìå ðàâíà íóëþ, îòêóäà
r V 2 = const ≡ 2 kM ≥ 0,

ãäå k � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à M
� êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ìàññà òåëà â
öåíòðå, ïðè÷åì îíà äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé (â òî âðåìÿ êàê â
ÎÒÎ âîïðîñ î íåîòðèöàòåëüíîñòè ìàññû îáðîñ ìíîãèìè èñêóññòâåí-
íûìè ãèïîòåçàìè � îòñóòñòâèå �ãîëûõ ñèíãóëÿðíîñòåé� è ïð.)
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Ðàäèàëüíîå ïîëå ñêîðîñòåé � �ïîëå Áüåðíà�
V r = V =

√
2 kM
r

(4.4)
äåëàåò ýòî ïðîñòðàíñòâî íåèíåðöèàëüíûì è îòëè÷àåò îò èíåðöèàëü-
íîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
4.1.2 Ïîëå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

Ïðè íàëè÷èè ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïî-
ëÿ â óðàâíåíèå (4.3) äîáàâèòñÿ êîìïîíåíòà T 1

1 òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
ýòîãî ïîëÿ

q11 =
(r V 2)′

r2
= −q

2

r4
,

îòêóäà

V =

√
2M
r
− q2

r2
(4.5)

ïðè ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Êàê è äëÿ âàêóóìíîãî ðåøåíèÿ (4.4), ýòî ðåøåíèå èìååò ïëîò-

íîñòü ýíåðãèè âñþäó ðàâíóþ íóëþ.
4.1.3 Íåñòàöèîíàðíîå ïîëå ñêîðîñòåé âàêóóìà

Íàèáîëåå ïðîñòîå íåñòàòè÷åñêîå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðå-
øåíèå ñ ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâîì áåç èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì óðàâíåíèåì

∂V

∂t
+ V V ′ +

V 2

2 r
= 0. (4.6)

Ìîæíî âûáðàòü V â âèäå V (r, t) = k(t) r, òîãäà óðàâíåíèå (4.6)
ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà k(t)

k̇ +
3
2
k2 = 0; k =

2
3 t

; V (r, t) =
2 r
3 t
.

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå:
V(r, t) =

2 r
3 t
, (4.7)
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èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ïåðåíîñà öåíòðàëüíîé òî÷êè. Âû÷èñëèì
ïîëå ñêîðîñòåé â äâóõ òî÷êàõ r1 è r2:

V1 = V(r1, t) =
2 r1

3 t
; V2 = V(r2, t) =

2 r2

3 t
è âû÷èñëèì èõ ðàçíîñòü

V2 −V1 =
2(r2 − r1)

3 t
,

ïîâòîðÿþùóþ ôîðìóëó (4.7), êàê åñëè áû öåíòðîì áûëà òî÷êà r1.Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ, ðåøåíèå îêà-
çûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

4.2 Êîñìîëîãè÷åñêèå çàäà÷è

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ðåøåíèÿìè ÒÃÂ ÿâëÿþòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèå
ìîäåëè, ãäå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè,
òî åñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè � ýòî çàäà÷è ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû, à íå çàäà÷è òåîðèè ïîëÿ.

Ýòè çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ â ãëîáàëüíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ãäå
ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé ðàâíî íóëþ âñþäó.
4.2.1 Äèíàìèêà ïëîñêîãî ìèðà

Ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå, îäíàêî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè åãî ìî-
æåò ìåíÿòüñÿ çà ñ÷åò ãëîáàëüíîãî ìàñøòàáà m(t), êîòîðûé ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè:

dl2 = m2(t) (dx2 + dy2 + dz2);
√
γ = m3. (4.8)

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, îïðåäåëÿþùàÿ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ïðî-
ñòðàíñòâà, ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé:

µij =
ṁ

m
δij ; µ = 3

ṁ

m
; H =

m3

2
(µijµ

j
i − µ2) = −3 ṁ2m.

Äèíàìèêó ìàñøòàáà ìîæíî îïðåäåëèòü èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè:

−3 ṁ2m = −4
3
a3; m = a t2/3.
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Ïëîòíîñòü ýíåðãèè âñþäó îòðèöàòåëüíà.
Ïðèâåäåì ìåòðèêó (4.8) ê ñôåðè÷åñèì êîîðäèíàòàì:

dl2 = m2(t) (dr2 + r2(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2)) =

m2 dr2 +R2(r, t) (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2); R(r, t) = m(t) r.

Ïåðåéäåì òåïåðü îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé R:
dR = mdr +

ṁ

m
Rdt; mdr = dR− ṁ

m
Rdt

è îáîçíà÷èì
ṁ

m
R =

2R
3 t

≡ V,

ïîñëå ÷åãî ìåòðèêà ñòàíîâèòñÿ åâêëèäîâîé, íåèçìåííîé âî âðåìåíè,
à ïîëå ñêîðîñòåé ïðèíèìàåò âèä (4.7).

Îäíà è òà æå çàäà÷à ðåøåíà â ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòàõ.
4.2.2 Äèíàìèêà ñôåðè÷åñêîãî ìèðà

Î÷åíü èíòåðåñíîé ÿâëÿåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåõìåðíîé
ñôåðû ñ ðàäèóñîì, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
òðåõìåðíîé ñôåðû áûëè èçëîæåíû â ðàçäåëå 1.3.1 �Òðåõìåðíàÿ ñôå-
ðà�. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà

dl2 = r2(t) dσ2
3 ,

ãäå dσ2
3 � ìåòðèêà íà òðåõìåðíîé ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (1.36),

îïðåäåëÿåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ

T = −3
(
ṙ

r

)2

r3.

Äëÿ òðåõìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà r òðåõìåðíàÿ ñêàëÿðíàÿ êðèâèç-
íà (1.43)

R =
6
r2
,
√
γ = r3

è ãàìèëüòîíèàí (3.17) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí:
H = −3r(ṙ2 + 1). (4.9)
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Ïîñòîÿíñòâî ãàìèëüòîíèàíà ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

−H = 3r(ṙ2 + 1) = 3rmax,

ÿâëÿþùååñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì öèêëîèäû.Ýòî ðåøå-
íèå � âàêóóìíîå, ãäå rmax � êîíñòàíàòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ê ýòèì
óðàâíåíèÿì ìîæíî äîáàâèòü è èñòî÷íèêè, ïðè÷åì, åñëè â êà÷åñòâå
èñòî÷íèêà áåðåòñÿ òîëüêî êîãåðåíòíàÿ ïûëåâèäíàÿ ìàòåðèÿ, òî îíà
äàåò ëèøü âêëàä â ñóììàðíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè, òî åñòü íå ìåíÿÿ
õàðàêòåðà ðåøåíèé, èçìåíÿåò ëèøü êîíñòàíòó rmax.

4.3 Âèõðåâîå ïîëå

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � î âèõðåâîì ïîëå. Â öåëîì óðàâíåíèÿ ÒÃÂ
íåëèíåéíû, îäíàêî óðàâíåíèÿ ñâÿçåé íà ïîëå ñêîðîñòåé ëèíåéíû ïî
ýòîìó ïîëþ. Ýòà çàäà÷à èíòåðåñíà òåì, ÷òî åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå
ñâÿçè íà åäèíñòâåííóþ � âèõðåâóþ � êîìïîíåíòó ïîëÿ ñêîðîñòåé íå
çàâèñèò îò êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è, áóäó÷è îïðåäåëÿþ-
ùèì ðåøåíèå, îáåñïå÷èâàåò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ïðåäñòàâëÿÿ, â
÷àñòíîñòè, ñåðèþ ìóëüòèïîëüíûõ ðåøåíèé.

Ìåòðèêà ñòàöèîíàðíà, îñåñèììåòðè÷íà è å¼ ìîæíî ïðèâåñòè ê
âèäó:

dl2 = ew(r,ϑ) (dr2 + r2 dϑ2) + r2 sin2 ϑ dϕ2. (4.10)
Ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé, òàêæå çàâèñÿùåå îò r è ϑ, � ïîëå

âðàùåíèÿ V ϕ = Ω(r, ϑ). Òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâà

µ3
1 =

1
2
Ω,r µ1

3 =
r2

2
e−w Ω,r sin2 ϑ;

µ3
2 =

1
2
Ω,ϑ µ2

3 =
1
2
e−w Ω,ϑ sin2 ϑ;

îïðåäåëÿåò èìïóëüñû
π1

3 =
r4

2
Ω,r sin3 ϑ; π3

1 =
r2

2
ew Ω,r sinϑ;

π2
3 =

r2

2
Ω,ϑ sin3 ϑ; π3

2 =
r2

2
ew Ω,ϑ sinϑ.
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Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
r4 c2

32πk

(
Ω,2r +

1
r2

Ω,2ϑ

)
sin3 ϑ (4.11)

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âèõðåâûì ïîëåì Ω è íå çàâèñèò îò ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè w.

Èç åäèíñòâåííîé íåòðèâèàëüíîé ñâÿçè äëÿ V ϕ ïðè îòñóòñòâèè
èñòî÷íèêà ñëåäóåò óðàâíåíèå íà Ω:

Ω,rr +
4
r

Ω,r +
1
r2

(Ω,ϑϑ +3 ctgϑΩ,ϑ ) = 0. (4.12)
Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà íå çàâèñèò îò ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè w(r, ϑ).
Ñîáñòâåííûå òîêè

b11 = −b22 =
1
4
e−w sin2 ϑ

(
r2 Ω,2r −Ω,2ϑ

)
;

b12 = r2 b21 =
1
2
e−wr2 sin2 ϑΩ,r Ω,ϑ ;

b33 = −3
4
e−w sin2 ϑ

(
r2 Ω,2r +Ω,2ϑ

)
âìåñòå ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è, îïðåäåëÿåìîãî ìåòðèêîé (4.10)

R11 = − 1
2 r2

(
r2 w,rr +w,ϑϑ +ctgϑw,ϑ

)
;

R12 =
1
2 r

(w,ϑ +ctgϑ r w,r ) ;

R22 =
1
2

(ctgϑw,ϑ−w,ϑϑ−2 r w,r ) ,

ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì íà ìåòðèêó, èç êîòîðûõ âñëåäñòâèå òîæäåñòâ
Ãèëüáåðòà íåçàâèñèìû òîëüêî äâà, îïðåäåëÿþùèå ïðîèçâîäíûå îò
ôóíêöèè w ÷åðåç âèõðåâîå ïîëå Ω:

w,r =
r

2 c2
(
Ω,2ϑ− r2 Ω,2r −2 ctgϑ rΩ,r Ω,ϑ

)
sin4 ϑ;

w,ϑ =
r2

2 c2
(
ctgϑ

(
r2 Ω,2r −Ω,2ϑ

)
− 2rΩ,r Ω,ϑ

)
sin4 ϑ. (4.13)
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Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå óðàâíåíèÿ (4.12) íà Ω
âñå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè è ñâÿçè óäîâëåòâîðÿþòñÿ.

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè òåïåðü âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ïðîèçâîäíûå
îò Ω:

ε
√
γ =

r2 c2

8πk
(r2 Ω,2r +Ω,2ϑ ) sin3 ϑ, (4.14)

à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðîâíî â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå. Ýòî åñòü ñëåä-
ñòâèå òåîðåìû î âèðèàëå ïðîñòðàíñòâà.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè B áåç èñòî÷íèêîâ
EB = 2π

∫
B

ε
√
γ dr dϑ (4.15)

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà íà ðåøåíèÿõ óðàâ-
íåíèÿ (4.12).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìå-
íåíèÿ òåîðåìû âèðèàëà (3.13).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íóæíî çíàòü ïîëå àáñî-
ëþòíûõ ñêîðîñòåé â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, èíôîðìàöèþ î êî-
òîðîì ìîãóò äàòü âèäèìûå çâåçäû, à òåîðåìà î âèðèàëå ïîçâîëÿåò
âû÷èñëèòü ïîëíóþ ýíåðãèþ.
4.3.1 Ñëàáûé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè ñòàöèîíàðíîãî âèõðåâîãî ïî-
ëÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò â ðåøåíèè ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ (4.12) ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ïîñëå ÷åãî
óðàâíåíèÿ (4.13) îïðåäåëÿþò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ w(r, ϑ).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â öåëîì çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ïåðâàÿ
(ãëàâíàÿ) çàäà÷à � íàõîæäåíèå âèõðåâîãî ïîëÿ Ω(r, ϑ) � ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé è äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Òî åñòü ëþáîå
ïîëå Ω ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóïåðïîçèöèÿ íåêîòîðûõ áàçî-
âûõ ðåøåíèé. Óðàâíåíèÿ (4.13) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ w(r, ϑ) êâà-
äðàòè÷íû ïî ïðîèçâîäíûì ïîëÿ Ω, è ðåøåíèå â öåëîì íå ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðïîçèöèåé ÷àñòíûõ ðåøåíèé.
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4.3.2 Ìóëüòèïîëüíûå ðåøåíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.12) îäíîðîäíî ïî ðàäèóñó r, ïî-
ýòîìó åãî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ìîæíî èñêàòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

Ω(r, ϑ) =
∞∑
l=0

(
Al r

l +
Bl
rl+3

)
Pl(cosϑ). (4.16)

Äëÿ óãëîâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ãäå x = cosϑ):
(x2 − 1)P ′′l + 4xP ′l − l (l + 3)Pl = 0. (4.17)

Åãî ðåøåíèÿ ïðè öåëûõ l � ïîëèíîìû Ãåãåíáàóýðà ñ α = 3/2 � ÿâ-
ëÿþòñÿ îñíîâîé ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè l = −3 (êàê è ïðè l = 0) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.17)
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà, òî åñòü â öåëîì äëÿ óðàâíåíèÿ (4.12) èìååòñÿ
ìîíîïîëüíîå ðåøåíèå

Ω0(r, ϑ) =
1
r3
. (4.18)

Îíî îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîëèíîìîâ
1

(1− 2 s x+ s2)3/2
=

∞∑
l=0

(l + 1)(l + 2)
2

Pl(x) sl. (4.19)

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè Pl(1) = 1 � êàê è äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.
Õîòÿ ýòè ïîëèíîìû õîðîøî èçâåñòíû, ïðèâåäåì ïåðâûå ïÿòü:

P0 = 1; P1 = x; P2 =
1
4
(5x2 − 1);

P3 =
1
4
x (7x2 − 3); P4 =

1
8
(21x4 − 14x2 + 1).

Ýòè ïîëèíîìû îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì (1− x2), ïðè ýòîì∫ 1

−1

P 2
l (x) (1− x2) dx =

8
(l + 1)(l + 2)(2 l + 3)

. (4.20)
Ïðè x = 0 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ (4.19) ïðèíèìàåò âèä:

1
(1 + s2)3/2

=
∞∑
m=0

(−1)m
(2m+ 1)!
22m(m!)2

s2m,
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÷òî îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ÷åòíûõ ïîëèíîìîâ ïðè x = 0 (íå÷åòíûå
ðàâíû íóëþ):

P2m(0) = (−1)m
(2m)!

(m!)2(m+ 1)22m
. (4.21)

Êàæäîìó ÷èñòîìó ìóëüòèïîëüíîìó ðåøåíèþ Ωl = a rl Pl(cosϑ)
ñîîòâåòñòâóåò ìóëüòèïîëüíîå ðåøåíèå

wl(r, ϑ) = a2 r2(l+1) sin4 ϑ
1

4(l + 1)
(2 l ctgϑPl Pl,ϑ−Pl,2ϑ +l2 P 2

l )

(4.22)
è ïëîòíîñòü ýíåðãèè

ε
√
γ = a2 r2(l+1) sin3 ϑ(Pl,2ϑ +l2 P 2

l ). (4.23)
Îäíàêî, åñëè âèõðåâîå ïîëå Ω ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ìóëüòè-

ïîëüíûõ ðåøåíèé, òî âîçíèêàåò èíòåðôåðåíöèÿ è ôóíêöèÿ w íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé ñîñòàâëÿþùèõ åå ìîíîïîëåé.
4.3.3 Ïîëå ñ êîëüöåâûì èñòî÷íèêîì

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè âèõðåâîãî ïîëÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ÷àñòè
ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé òåîðèè ïîòåíöèàëà â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïîýòîìó ñðàçó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñþäó ðåãóëÿðíîãî îãðàíè÷åííîãî
âèõðåâîãî ïîëÿ áåç èñòî÷íèêîâ íå ñóùåñòâóåò.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì èñòî÷íèêîì äëÿ âèõðåâîãî ïîëÿ ïðåäñòà-
âëÿåòñÿ êðóãîâîé òîê � òåë�à, âðàùàþùèåñÿ âîêðóã îáùåé îñè íàïî-
äîáèå êîëåö Ñàòóðíà. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à â ïÿòèìåðíîé ýëåêòðî-
ñòàòèêå � ïîëå çàðÿæåííîãî òîíêîãî êîëüöà (íèòè) ðàäèóñà R. Çàäà-
÷à îñåñèììåòðè÷íà, è âèõðåâîå ïîëå âíå ðàäèóñîâ èñòî÷íèêà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî ñóïåðïîçèöèåé ìóëüòèïîëåé. Ìóëüòèïîëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû ìîæíî íàéòè èç ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà íà îñè (ïðè
ϑ = 0, Pl = 1 ïðè âñåõ l):

Ω(z) =
Q

(R2 + z2)3/2
=

{
Q
R3

∑∞
m=0Am

(
z
R

)2m
z < R

Q
z3

∑∞
m=0Am

(
R
z

)2m
z > R

}
,

ãäå
Am = (−1)m

(2m+ 1)!
22m(m!)2

.
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Òàê êàê íà îñè z = r, cosϑ = 1, òî ýòî åñòü ðàçëîæåíèå ïî ÷åòíûì
ìóëüòèïîëÿì

Ω =
∞∑
m=0

(−1)m
(2m+ 1)!
22m(m!)2

( r
R

)2m

P2m(cosϑ)

ïðè r < R è àíàëîãè÷íîå âî âíåøíåé îáëàñòè. Åñëè èñòî÷íèê êîëü-
öåâîé íàõîäèòñÿ â �ïëîñêîñòè� ñèììåòðèè ïðè cosϑ = 0, âêëàä â
ðàçëîæåíèå äàþò òîëüêî ÷åòíûå ïîëèíîìû, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå êî-
òîðûõ èç (4.21), ïîëó÷àåì ïðè r < R

Ω(r) =
Q

R3

∑ (2m!)(2m+ 1)!
(m+ 1)(m!)4 24m

( r
R

)2m

.

Âèõðåâîå ïîëå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ðàäèóñà.
Ïðè r > R

Ω(r) =
Q

r3

∑ (2m!)(2m+ 1)!
(m+ 1)(m!)4 24m

(
R

r

)2m

� ñ ðîñòîì ðàäèóñà ïîëå óáûâàåò.
Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, âðàùàþùèåñÿ ÷àñòèöû, ÷òîáû áûòü èñòî÷-

íèêàìè, äîëæíû äâèãàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. îòíîñè-
òåëüíî ïðèíÿòîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû èõ ñêîðîñòè äîëæíû áûòü
îòëè÷íûìè îò ñêîðîñòè ïðîñòðàíñòâà.
4.3.4 Ýíåðãèÿ

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î êîñìè÷åñêèõ ýíåðãèÿõ ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó. Øàð ðàäèóñà R ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ Ω êîãåðåíòíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè øàðà ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé ïðîñòðàíñòâà, òî
åñòü âíå øàðà ïîëå óãëîâûõ ñêîðîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ìîíîïîëüíûì
ðåøåíèåì

ω(r) = Ω
R3

r3
. (4.24)

Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ýíåðãèè âíå øàðà (âíóòðè øàðà ïîëå îäíîðîäíî
è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðàâíà íóëþ):

ε =
9 Ω2R6 sin2 θ

r6
,
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à ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðîñòðàíñòâà âíå øàðà (óæå â ðàçìåðíîì âèäå):

E =
c4

16πk
9 Ω2R6 2π

∫ π

0

sin3 ϑ dϑ

∫ ∞

R

r2 dr

r6
=

R3 Ω2 c2

2 k
≡M c2, (4.25)

ãäå çà M ìû îáîçíà÷èëè ýêâèâàëåíòíóþ ìàññó (ýòî íå ìàññà øàðà)

M =
R3 Ω2

2 k
. (4.26)

Âîçüìåì, íàïðèìåð, øàð äèàìåòðîì 20 ñì. (R = 0.1ì), äåëàþùèé
1 îáîðîò â ñåêóíäó (Ω = 2π c−1). Ïîëó÷èì M = 300 000 000 êã. Äëÿ
âîâëå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà âíå øàðà â êîãåðåíòíîå ñ íèì âðàùåíèå
íóæíî çàòðàòèòü ýíåðãèþ, âûäåëÿåìóþ ïðè àííèãèëÿöèè 300 òûñÿ÷
òîíí âåùåñòâà. Ïîýòîìó ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ âèõðÿìè â
ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íå î÷åíü ðåàëüíûìè.

Ýòîò æå ïðèìåð ðàçúÿñíÿåò, ïî÷åìó íàøå ïðîñòðàíñòâî ñ âû-
ñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè åâêëèäîâî: â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè ïå-
ðåä êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà ñòîèò ãðîìàäíûé ÷èñëåííûé ìíîæè-
òåëü c4/(16π k). Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàëåéøèå îòêëîíåíèÿ îò
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà òðåáóþò ãðîìàäíûõ çàòðàò ýíåðãèè.

Íàøå ïðîñòðàíñòâî (ïî÷òè) åâêëèäîâî íå èç-çà êðàñîòû è èçÿùå-
ñòâà åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, à âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî òàêîå ïðîñòðàí-
ñòâî èìååò ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ.

4.4 Ïëîñêàÿ àíèçîòðîïíàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì àíèçîòðîïíóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ çàäà÷ó, ãäå êîìïî-
íåíòû ìåòðèêè çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè, íî ìåòðèêà íå äèàãîíàëü-
íà:

dl2 = γij(t)dxidxj = r4/3(t)λij(t) dxidxj ; (4.27)
ãäå λij � ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì, à √γ = r2.

µki =
1
2
γkj γ̇ji =

2
3
ṙ

r
δki +

1
2
λkj λ̇ji; µii = 2

ṙ

r
.
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Òàê êàê ìåòðèêà îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò íå çàâèñèò, ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â ãàìèëüòîíèàíå îòñóòñòâóåò:

T = r2
L2

2
− 4

3
ṙ2, (4.28)

ãäå âåëè÷èíà
L2 =

1
4
λij λ̇jkλ

klλ̇li

íå çàâèñèò îò ìàñøòàáà r. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ L2 íóæíî êàê-òî ïàðàìåò-
ðèçîâàòü óíèìîäóëÿðíóþ 3× 3 ìàòðèöó λij . Êîãäà îíà äèàãîíàëüíà,
åå ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü äâóìÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè:

A =

 e
2
3µ+2ν 0 0

0 e
2
3µ−2ν 0

0 0 e
4
3µ


Â îáùåì æå ñëó÷àå îíà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó îðòîãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé O, êîòîðóþ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü óãëàìè Ýé-
ëåðà ϑ, ϕ, ψ:

(γij) = O ·A ·OT ; (γij) = O ·A−1 ·OT .

Ìàòðèöà µij , îïðåäåëÿþùàÿ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ

(µij) =
1
2
(γikγ̇kj) = O ·A−1 ·Ω·A·OT +O ·A−1 ·Ȧ·OT−O ·Ω·OT , (4.29)

ãäå Ω = Ȯ ·OT .
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿþùàÿ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ïî-

ñëå ïîäñòàíîâêè ïðîèçâîäíûõ îò ìàòðèö ïðèíèìàåò âèä:
L2

2
=

1
2
µij µ

j
i =

µ̇2

6
+
ν̇2

2
+

1
2
(
sh2(2ν) ϕ̇2 + (4.30)

(sh2(µ− ν) cos2 ϕ+ sh2(µ+ ν) sin2 ϕ) ϑ̇2−

2 sh(2µ)sh(2ν) sinϑ sinϕ cosϕ ϑ̇ψ̇ + 2 sh2(2ν) cosϑ ϕ̇ψ̇+

(sh2(2ν) cos2 ϑ+ (sh2(µ+ ν) cos2 ϕ+ sh2(µ− ν) sin2 ϕ) sin2 ϑ) ψ̇2
)
.



78 ÃËÀÂÀ 4. ÐÅØÅÍÈß

Ââåäåíèåì ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñêîðîñòåé
l1 = ϑ̇ sinϕ− ψ̇ sinϑ cosϕ; (4.31)
l2 = ϑ̇ cosϕ+ ψ̇ sinϑ sinϕ;
l3 = ϕ̇+ ψ̇ cosϑ

ýòî âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ:
T1 =

r2 L2

2
=
r2

2

(
µ̇2

3
+ ν̇2 + sh2(µ+ ν) l21 + sh2(µ− ν) l22 + sh2(2ν) l23

)
.

(4.32)
Òåïåðü ââåäåì èìïóëüñû, êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå óãëàì ϑ, ϕ, ψ:

pϑ = ∂T1

∂ϑ̇
= r2(sh2(µ+ ν) sinϕ l1 + sh2(µ− ν) cosϕ l2); (4.33)

pψ = ∂T1

∂ψ̇
=

r2(sh2(2ν) cosϑ l3 − sh2(µ+ ν) sinϑ cosϕ l1 + sh2(µ− ν) sinϑ sinϕ l2);
pϕ = ∂T1

∂ϕ̇ = r2 sh2(2ν) l3.

Äëÿ âûðàæåíèÿ ñêîðîñòåé ÷åðåç èìïóëüñû íàéäåì ñëåäóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ:

r2(sh2(µ− ν) cosϕ l2 + sh2(µ+ ν) sinϕ l1) = pϑ;

r2(sh2(µ− ν) sinϕ l2 − sh2(µ+ ν) cosϕ l1) = p,

ãäå ââåäåíà ëèíåéíàÿ ïî èìïóëüñàì ôóíêöèÿ
p =

pψ − cosϑ pϕ
sinϑ

. (4.34)
Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

l1 =
pϑ sinϕ− p cosϕ
r2 sh2(µ+ ν)

≡ p1

r2 sh2(µ+ ν)
; (4.35)

l2 =
pϑ cosϕ+ p sinϕ
r2 sh2(µ− ν)

≡ p2

r2 sh2(µ− ν)
;

l3 =
pϕ

r2 sh2(2ν)
≡ p3

r2 sh2(2ν)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëåíèåì p1, p2 è p3.
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Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (ñêîáêè Ïóàññîíà)
{p, pϕ} = 0; {p, pϑ} =

∂p

∂ϑ
=
pϕ − pψ cosϑ

sin2 ϑ

ïðèâîäÿò ê êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì
{p1, p2} = −p3; {p2, p3} = −p1; {p3, p1} = −p2, (4.36)

ñîâïàäàþùèìè ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè èíôèíèòåçèìàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ ãðóïïû òðåõìåðíûõ âðàùåíèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà

P 2 = p2
1 + p2

2 + p2
3 (4.37)

êîììóòèðóåò ñ p1, p2, p3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ÿâëÿ-
ÿñü, òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Ïîäñòàâèâ òåïåðü li, ïîëó÷èì ñîñòàâëÿþùóþ ãàìèëüòîíèàíà (4.32)
T1 =

B

r2
=

1
2 r2

(
3p2
µ + p2

ν +
p2
3

sh2(2ν)
+

p2
1

sh2(µ+ ν)
+

p2
2

sh2(µ− ν)

)
(4.38)

è ñàì ãàìèëüòîíèàí
H =

B

r2
− 3

16
p2
r =

B

r2
− 4

3
ṙ2. (4.39)

Ôóíêöèÿ B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è êîììóòèðóåò ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, êîòîðóþ çàïèøåì êàê B =
l2/3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ìàñøòàáà îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè T = −M :

T =
l2

3 r2
− 4

3
ṙ2 = −M, (4.40)

îòêóäà
ṙ2 =

3
4
M +

l2

4 r2
.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
√
γ = r2 = l t+

3
4
M t2. (4.41)

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíà òàê, ÷òî √γ = 0 ïðè t = 0.
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Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü è çà äèíàìèêîé ïåðåìåííûõ µ, ν, ϑ, ϕ, ψ,
îïðåäåëÿþùèõ ñäâèãîâóþ äåôîðìàöèþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (îáú-
åäèíèì èõ â íàáîð ξi, i = 1 . . . 5), è ñîïðÿæåííûõ èì èìïóëüñîâ ηi.Èõ äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé B:

d ξi

d t
=

1
r2
∂B

∂ηi
;

d ηi
d t

= − 1
r2
∂B

∂ξi
.

Ìîæíî ââåñòè ïåðåìåííóþ τ :

dτ =
dt

r2
=

dt

lt+ 3/4Mt2
; t =

4l
3M

elτ

1− 3M
4 l e

lτ
.

Äèíàìèêà ñäâèãîâûõ ïàðàìåòðîâ â ýòîé ïåðåìåííîé íå çàâèñèò îò
äèíàìèêè ìàñøòàáà r:

d ξi

d τ
=
∂B

∂ηi
;

d ηi
d τ

= −∂B
∂ξi

.

4.5 Îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå îäíîðîäíîå ñòàòè÷åñêîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿìÌàêñâåëëà. Îäíàêî åãî òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ïðîñòðàí-
ñòâà, è ðåøåíèå â öåëîì îêàçûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âûäåëÿåò îäíîìåðíóþ ïðÿìóþ âäîëü ïîëÿ è
îðòîãîíàëüíóþ åé ïëîñêîñòü, ìàñøòàáû â êîòîðûõ ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà:

dl2 = m2(t)dx2 +R2(t) (dy2 + dz2);
√
γ = mR2. (4.42)

Ïðîñòðàíñòâî â êàæäûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ñ íóëåâîé
êðèâèçíîé, ïîýòîìó ëàãðàíæèàí ÷èñòîé ãðàâèòàöèè èìååò òîëüêî êè-
íåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ:

Lγ =
1
2

(
(
ṁ

m
)2 + 2(

Ṙ2

R2
)2 − (

ṁ

m
+ 2

Ṙ

R
)2
)
mR2 =

− (2Rṁ Ṙ+mṘ2). (4.43)
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Áîëüøå íå íóæíî íèêàêèõ âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ êðèâèçíîé ÷å-
òûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòîé
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà Ax(t) ≡ A:

E ≡ Fx0 = Ȧ; F 0x =
Ȧ

m2
. (4.44)

Â ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âõîäèò ÷åðåç

Le =
√
γ

2
F 0xFx0 =

Ȧ2R2

2m
.

Ñóììàðíûé ëàãðàíæèàí ãðàâèòàöèîííîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëåé

L =
Ȧ2R2

2m
− 2R ṁ Ṙ−m Ṙ2. (4.45)

Äàëåå èäåò ñòàíäàðòíûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ çàäàííûì ëà-
ãðàíæèàíîì. Çäåñü ïåðåìåííàÿ A öèêëè÷åñêàÿ è ñîïðÿæåííûé åé
èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé:

pA =
ȦR2

m
≡ Q; E = Ȧ =

mQ

R2
. (4.46)

Îïðåäåëÿÿ èìïóëüñû PR, Pm ÷åðåç ñêîðîñòè, íàõîäèì
H =

mQ2

2R2
+
mP 2

m

4R2
− PR Pm

2R
= −M. (4.47)

Êîíñòàíòà -M � çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà íà ðåøåíèè.
Ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè. Ïðèâåäåì èõ ðå-

øåíèå. Çàâèñèìîñòü R(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
(t− t0)2 =

8R0

9Q2
(2R0 +R)2(R−R0);

Ìàñøòàá m âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàñøòàá R:

m =
2M

3Q2R
(R2 + 4R0R− 8R2

0) +
b

R

√
R

R0
− 1.

Çäåñü M, Q, R0, b � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ïåðâîå èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàñøòàá R óìåíüøà-
åòñÿ îò áåñêîíå÷íîñòè äî R0, à çàòåì ñíîâà ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè,
òî åñòü â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ, ñèí-
ãóëÿðíîñòè îòñóòñòâóþò.

Ïðè êàêîì-òî R = R1, îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì êîíñòàíò èí-
òåãðèðîâàíèÿ, ìàñøòàá m îáðàùàåòñÿ â íóëü. Âîçíèêàåò ñèíãóëÿð-
íîñòü, íî â îòëè÷èå îò ôðèäìàíîâñêîé ñèíãóëÿðíîñòè â ÎÒÎ, ãäå
âåñü ìèð ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, çäåñü âåñü ìèð ñòÿãèâàåòñÿ â ïëîñ-
êîñòü.

4.6 Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü B9

Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà B9 äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.20). Ïðè ïåðå-
õîäå ê äèíàìèêå ïàðàìåòðû ìåòðèêè (a, b, c) ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè
âðåìåíè.

4.6.1 Äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà

Â ïðîñòðàíñòâå B9 âîçìîæíî îäíîðîäíîå ïîëå ñêîðîñòåé
V i(ϑ, ϕ, ψ, t) = ω1(t)µi(1)(ϑ, ϕ) + ω2(t)µi(2)(ϑ, ϕ) + ω3(t)µi(3). (4.48)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè a 6= b 6= c ðåïåðíûå ïîëÿ µi(s) óæå íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëÿìè Êèëëèíãà, è ñîçäàþò äîáàâêè â òåíçîð äåôîðìàöèè
ïðîñòðàíñòâà µij ÷åðåç òåíçîð

K
(s)
ij = µ

(s)
i;j + µ

(s)
l;i .

Ó íåãî îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû:
K

(1)
ij µi(2) µ

j
(3) = c2−b2; K

(2)
ij µi(1) µ

j
(3) = a2−c2; K

(3)
ij µi(1) µ

j
(2) = b2−a2.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî òåíçîð äåôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâà èìååò âèä:

(µαβ) =

 ȧ/a ω3
b2−a2

2 a2 ω2
a2−c2
2 a2

ω3
b2−a2

2 b2 ḃ/b ω1
c2−b2
2 b2

ω2
a2−c2
2 c2 ω1

c2−b2
2 c2 ċ/c

 . (4.49)



4.6. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ B9 83

Ëàãðàíæèàí ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàåòñÿ ÷èñòî êâàäðàòè÷íûì ïî
ïîëþ ñêîðîñòåé:
L = −(ȧ ḃ c+ ȧ b ċ+ a ḃ ċ) +

1
2

(
a b

c
+
b c

a
+
a c

b

)
− a4 + b4 + c4

4 a b c
+

a(b2 − c2)2

b c

ω2
1

2
+
b(a2 − c2)2

a c

ω2
2

2
+
c(a2 − b2)2

a b

ω2
3

2
. (4.50)

Âñëåäñòâèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçåé � ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîä-
íûõ ïî ωs � ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó íóëþ ïîëÿ ñêîðîñòåé â äèíàìèêå
ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè äðóãèõ ïîëåé (íàïðèìåð,
ýëåêòðîìàãíèòíîãî) â ëàãðàíæèàíå ïîÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïî ωs ñëà-ãàåìûå, ÷òî ïðèâîäèò ê ãëîáàëüíî íåóíè÷òîæèìûì ïîëÿì ñêîðî-
ñòåé.
4.6.2 Äèíàìèêà ñ îäíîðîäíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì

ïîëåì

Ïðîñòðàíñòâî B9 ìîæåò ñëóæèòü áàçîé äëÿ äèíàìèêè ñ îäíîðîä-
íûìè ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëÿìè. Îäíîðîäíîå ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ìåòðè÷åñêîìó ðåïåðó µ(s)i:

Ai(ϑ, ϕ, ψ, t) =
3∑
s=1

qs(t)µ(s)i(ϑ, ϕ).

Ïðè îòñóòñòâèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà òðåõ íåñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ìîä:
Lq =

1
2

((
b c

a
q̇21 −

a

b c
q21

)
+
(
a c

b
q̇22 −

b

a c
q22

)
+
(
a b

c
q̇23 −

c

a b
q23

))
.

Ïðè íàëè÷èè ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè çàìåíÿåòñÿ íà
êîâàðèàíòíóþ

Dt q1 = q̇1 + ω2 q3 − ω3 q2;
Dt q2 = q̇2 + ω3 q1 − ω1 q3;
Dt q3 = q̇3 + ω1 q2 − ω2 q1

è ýòè ìîäû âçàèìîäåéñòâóþò. Ïîñëå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ïî-
òåíöèàëîâ ÷åðåç ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä:

Hq =
a

2 b c
(p2

1 + q21) +
b

2 a c
(p2

2 + q22) +
c

2 a b
(p2

3 + q23)+
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ω1 (p2 q3 − p3 q2) + ω2 (p3 q1 − p1 q3) + ω3 (p1 q2 − p2 q1). (4.51)
Âìåñòå ñ ãàìèëüòîíèàíîì ïðîñòðàíñòâà îí îáðàçóåò êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó ïî óãëîâûì ñêîðîñòÿì ωs:
H = Hg+Hq = H0−

a(b2 − c2)2

b c

ω2
1

2
− b(a

2 − c2)2

a c

ω2
2

2
− c(a

2 − b2)2

a b

ω2
3

2
+

ω1 (p2 q3 − p3 q2) + ω2 (p3 q1 − p1 q3) + ω3 (p1 q2 − p2 q1), (4.52)
ãäå H0 ãàìèëüòîíèàí ïðè íóëåâûõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ. Âàðèàöèîí-
íûå óðàâíåíèÿ ïî ωs ïðèâîäÿò ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì, èç êîòîðûõ
íàõîäÿòñÿ óãëîâûå ñêîðîñòè:
ω1 =

b c (p2q3 − p3q2)
a (b2 − c2)2

; ω2 =
a c (p3q1 − p1q3)
b (a2 − c2)2

; ω3 =
a b (p1q2 − p2q1)
c (a2 − b2)2

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (4.52), ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí, íå ñîäåð-
æàùèé óãëîâûõ ñêîðîñòåé, íî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî ýëåêòðîìàãíèò-
íûì ïîòåíöèàëàì è èìïóëüñàì:
H = H0 +

b c (p2q3 − p3q2)2

2 a (b2 − c2)2
+
a c (p3q1 − p1q3)2

2 b (c2 − a2)2
+
a b (p1q2 − p2q1)2

2 c (a2 − b2)2
.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÒÃÂ ïðåäñòàâèëà ÷åòûðåõìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî - âðåìÿ êàê ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé â âèäå
òðåõìåðíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà è ñëîåì â âèäå îñè âðåìåíè ñî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé ñäâèãîâ âäîëü ýòîé îñè, ïðèâîäÿùåé ê çàêîíó
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå ìîæåò
áûòü íåòðèâèàëüíûì � ïîëå ñêîðîñòåé âñþäó çäåñü íå óñòðàíèìî.

4.7 Ïëîñêèå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

Ðàññìîòðèì ìåòðèêó îäíîðîäíî äåôîðìèðîâàííîé ïëîñêîñòè ñ
çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ äåôîðìàöèè îò âðåìåíè è ïåðåìåí-
íîé âäîëü îðòîãîíàëüíîé åé îñè x. Ïîëíóþ ìåòðèêó â ýòîé ïëîñêîñòè
(y, z) óäîáíåå ïàðàìåòðèçîâàòü òàê, ÷òîáû ÿâíî âûäåëèòü ìàñøòàá-
íûé ìíîæèòåëü r:
dl2 = r ((chχ+ shχ cos η)dy2 + 2 shχ sin η dy dz + (chχ− shχ cos η)dz2).

(4.53)
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Ïåðåìåííûå r, χ è η çàâèñÿò îò t è x. Ìåðà √γ = r.
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äëÿ òàêîé ìåòðèêè â èíåðöèàëüíîé ñèñòå-

ìå
K =

1
4

(
− ṙ

2

r
+ r (χ̇2 + sh2χ η̇2)

)
,

à (òðåõìåðíàÿ) ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
1
2
R
√
γ =

1
4

(
r′

2

r
− r (χ′2 + sh2χη′2)

)
− r′′.

Â äàííîé ñèììåòðèè âîçìîæíà ëèøü êîìïîíåíòà àáñîëþòíîé ñêî-
ðîñòè âäîëü îñè x : V x ≡ V , ÷òî âèäîèçìåíÿåò ïðîèçâîäíûå ïî âðå-
ìåíè íà êîâàðèàíòíûå:

Dt r = ṙ + V r′ + r V ′; Dt χ = χ̇+ V χ′; Dt η = η̇ + V η′,

÷òî ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè (ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ) ïðèâîäèò ê ëàãðàíæèàíó (äëÿ ïðîñòîòû
óäâîèì åãî):

L =
−(ṙ + V r′ + V ′ r)2 + r′

2

2 r
+ (4.54)

r

2
((χ̇+ V χ′)2 − χ′ 2 + sh2χ ((η̇ + V η′)2 − η′2)).

Âûðàæàÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷å-
ðåç ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû

pr = − ṙ + V r′ + V ′ r

r
; ṙ = −r pr − V r′ − r V ′;

pχ = r (χ̇+ V χ′); χ̇ =
pχ
r
− V χ′;

pη = r sh2χ (η̇ + V η′); η̇ =
pη

r sh2χ
− V η′,

ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí (ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñëàãàåìîãî ñ V ′ ïî
÷àñòÿì):
H =

∫
(pr ṙ + pχ χ̇+ pη η̇ − L) dx =

∫
V (r p′r − χ′ pχ − η′ pη) dx+
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1
2

∫ (
−r p2

r +
p2
χ

r
+

p2
η

r sh2χ
− r′

2

r
+ r (χ′2 + sh2χη′2)

)
dx. (4.55)

Çàìåòèì, ÷òî ëàãðàíæèàí (4.54) êâàäðàòè÷åí ïî ñêîðîñòè, à ãà-
ìèëüòîíèàí (4.55) ëèíååí, ïîýòîìó åãî âàðèàöèÿ ïî V îïðåäåëÿåò
ñâÿçü:

p′r =
χ′ pχ + η′ pη

r
. (4.56)

Îïèñàíèå äèíàìèêè ïëîñêèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ãàìèëüòî-
íîâîì óðîâíå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ãàìèëüòîíèàí

H =
1
2

∫ (
−r p2

r +
p2
χ

r
+

p2
η

r sh2χ
− r′

2

r
+ r (χ′2 + sh2χη′2)

)
dx (4.57)

è ëîêàëüíóþ ñâÿçü
Q = r p′r − χ′ pχ − η′ pη = 0. (4.58)

Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñâÿçè
dQ

d t
= ṙ p′r + r (ṗr)′ − (χ̇)′ pχ − χ′ ṗχ − (η̇)′ pη − η′ ṗη =

− (r′′ − (r′)2

r
+ r ((χ′)2 + sh2χ (η′)2)′ = 0 (4.59)

íå ñîäåðæèò èìïóëüñîâ � ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì òîëüêî íà ìãíîâåí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèé.



Ãëàâà 5

Äèíàìèêà â ðèìàíîâîì

ïðîñòðàíñòâå

Òåîðèÿ, ñ êîòîðîé êîíêóðèðóåò òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî âðåìåíè â
îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè � îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíî-
ñòè (ÎÒÎ), � áóäåò ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùåé ãëàâå. Ñëåäóåò îáðà-
òèòü âíèìàíèå, ÷òî çàïèñàâ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà, ïî-
ëó÷èâ ðÿä ðåøåíèé, ìû íå êàñàëèñü ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè (ÑÒÎ). Äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà â öåëîì ñîâåðøåííî íå íó-
æäàåòñÿ â ÑÒÎ. Îäíàêî ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ òåë â òîé èëè èíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ëîêàëüíóþ ñòðóê-
òóðó ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, îïèñûâàåìóþ ìåòðèêîé Ìèíêîâñêî-
ãî è ëîêàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà ëîêàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâà è âðåìåíè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà.

Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ òåë â ÒÃÂ ìîæíî çàðàíåå îòëè÷àòü ðå-
ëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå îò íåðåëÿòèâñòñêîãî (v � c), òàê êàê ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî âàæ-
íî â àñòðîôèçèêå � íå íóæíî óñëîæíÿòü çàäà÷è ðåëÿòèâèçìîì òàì,
ãäå äâèæåíèå çàâåäîìî íåðåëÿòèâèñòñêîå.

Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå â
äèíàìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
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5.1 Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â èíåðöè-
àëüíîì (ïîëå ñêîðîñòåé îòñóòñòâóåò) ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåò-
ðè÷åñêèì òåíçîðîì γij(x). Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ðàâíà íóëþ
� äâèæåíèå ñâîáîäíîå, è ëàãðàíæèàí îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèåé:

L = T =
m

2

(
d l

d t

)2

=
mγij(x) ẋi ẋj

2
. (5.1)

Â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà
d

d t

(
∂L

∂ẋi

)
=
∂L

∂xi
;

d

d t
(mγij(x) ẋj) =

∂γkj
∂xi

mẋkẋj

2

ìàññó òåëà ìîæíî ñîêðàòèòü.
γij ẍ

j +
∂γij
∂xk

ẋk ẋj =
1
2
∂γkj
∂xi

ẋkẋj .

Â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèå
∂γij
∂xk

ẋk ẋj =
1
2

(
∂γij
∂xk

+
∂γik
∂xj

)
ẋk ẋj

èç-çà ñèììåòðèè ïî ñêîðîñòÿì. Ïåðåíîñÿ åãî â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó-
÷àåì

γij ẍ
j = −1

2

(
∂γij
∂xk

+
∂γik
∂xj

− ∂γjk
∂xi

)
ẋk ẋj .

Óìíîæàÿ òåïåðü ñëåâà íà îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, ïîëó÷àåì
ñïðàâà ñâÿçíîñòü (1.10), ÷åðåç êîòîðóþ òåïåðü âûðàæàþòñÿ óñêîðå-
íèÿ. Ýòî � óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî òåëà â èñêðèâëåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå:

ẍl + Γlkj ẋ
k ẋj = 0. (5.2)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè.
Åñëè îò âðåìåíè t ïåðåéòè ê íîâîìó ïàðàìåòðó t = l/v; v =const,

òî â êàæäîì ñëàãàåìîì óðàâíåíèÿ ïîÿâèòñÿ ìíîæèòåëü v2, êîòîðûé
ìîæíî ñîêðàòèòü, ïîýòîìó è â ýòîì ïàðàìåòðå óðàâíåíèå ãåîäåçè-
÷åñêîé ëèíèè áóäåò èìåòü òîò æå âèä (5.2), òîëüêî òî÷êîé áóäåò
îïðåäåëÿòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî l.
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Ïðè äâèæåíèè òåëà åñòü åùå îäèí ïàðàìåòð � ñîõðàíÿþùàÿñÿ âî
âðåìÿ äâèæåíèÿ ýíåðãèÿ:

mγij(x) ẋi ẋj

2
= E.

Åñëè ââåäåííûé ïàðàìåòð v âûáðàòü èç ñîîòíîøåíèÿ E = mv2/2, òî
â ïàðàìåòðå l íà ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ñîîòíîøå-
íèå

γij
d xi

d l

d xj

d l
= 1; dl2 = γij dx

i dxj ,

îòêóäà ñëåäóåò ñìûñë ïàðàìåòðà l � äëèíà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé.
Ñâîáîäíîå òåëî äâèæåòñÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ñ ïîñòî-

ÿííîé ñêîðîñòüþ � ýòî îáîáùåíèå 1-ãî çàêîíà Íüþòîíà.
Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ýíåðãèè íàõîäèòñÿ âðåìÿ ïðîõîæäå-

íèÿ òåëîì ïóòè îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé, íî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
òåëà îò ýíåðãèè íå çàâèñèò.

Óðàâíåíèå (5.2) îïðåäåëÿåò äâèæåíèå, â òîì ÷èñëå, è â ïëîñêîì
ïðîñòðàíñòâå, â òîì ÷èñëå è â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Òàê êàê â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå ñâÿçíîñòè ðàâíû íóëþ, óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü
ïðîñòûì: ẍi = 0. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîìåðíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî
äâèæåíèÿ. Â äðóãèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ äðóãèå, íî ðåøåíèå èõ
� òà æå ïðÿìàÿ ëèíèÿ, çàïèñàííàÿ â äðóãèõ êîîðäèíàòàõ.

Óðàâíåíèå (5.2) îïðåäåëÿåò äâèæåíèå îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:
xi, ẋi � ýòî êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü îäíîé òî÷êè â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå ñèñòåìû òî÷åê îïèñûâàåòñÿ ïîëåì
ñêîðîñòåé ui(x, t) � ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
óðàâíåíèå (5.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç êîâàðèàíòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ ýòîãî ïîëÿ:

d ui

d t
= uj ∇j ui =

d xj

d t
∇j ui = 0. (5.3)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íàèáîëåå åñòåñòâåíåí ìå-
òîä Ãàìèëüòîíà, ñëåäóþùèé èç óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
Ãàìèëüòîíà - ßêîáè:

∂s

∂t
+

1
2
γij

∂s

∂xi
∂s

∂xj
= 1. (5.4)

Îò ìàññû äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö íå çàâèñèò. Êàê è â ñëó÷àå
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ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ � óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòî-
íà:

pi =
∂s

∂xi
; E = −∂s

∂t
; H =

1
2
γij pi pj ;

d xi

d t
=
∂H

∂pi
= γij pj ≡ ui;

d pi
d t

= −∂H
∂xi

. (5.5)
Ïîêàæåì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê óæå âûâåäåííûì óðàâ-

íåíèÿì ãåîäåçè÷åñêîé (5.2). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíî ãåî-
äåçè÷åñêîé ñèñòåìîé, ãäå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû
íóëþ:

d ui

d t
= γij

d pj
d t

= 0 = uj
∂ui

∂xj
.

Ýòî òî æå ñàìîå óðàâíåíèå.
Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, èçìåíåíèå âî âðåìåíè ëþáîé ôóíê-

öèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñêîáêàìè Ïóàññîíà, è êàê â
êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, âåëè÷èíà ãàìèëüòîíèàíà âäîëü êàæäîé òðàåê-
òîðèè ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê ñêîáêè Ïóàññîíà åãî ñ ñàìèì ñîáîé ðàâíû
íóëþ.

Òàê êàê òðàåêòîðèÿ íå çàâèñèò íè îò ìàññû, íè îò âåëè÷èíû ýíåð-
ãèè, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåí-
íûé Ãàìèëüòîíèàí:

2H = γij(x) pi pj = 1. (5.6)
Âûðàæàÿ èç íåãî îäíè èìïóëüñû ÷åðåç äðóãèå è äèôôåðåíöèðóÿ ïî
ïîñëåäíèì, íàõîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè.

5.2 Äâèæåíèå ïî äâóìåðíîé ñôåðå

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñâîáîä-
íîå äâèæåíèå ïî ñôåðå ðàäèóñà r:

dl2 = r2 (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2).

H =
1

2mr2

(
p2
ϑ +

p2
ϕ

sin2 ϑ

)
.
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Ðàäèóñ r âõîäèò ïðîñòûì ìíîæèòåëåì êàê ìàññà, ïîýòîìó äëÿ
íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé (çàâèñèìîñòè ìåæäó ϑ è ϕ) ìîæíî ðàññìà-
òðèâàòü ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Óãîë ϕ � öèêëè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ (ÿâíî íå âõîäèò â ëàãðàíæèàí),
ïîýòîìó ñîïðÿæåííûé åìó èìïóëüñ pϕ ≡ l ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà
òðàåêòîðèè.

p2
ϑ +

l2

sin2 ϑ
= 1; pϑ =

√
1− l2

sin2 ϑ
.

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè � ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:
dϕ

dϑ
=
∂pϑ
∂l

=
−l/ sin2 ϑ√
1− l2/ sin2 ϑ

;

dϕ =
−(l/ sin2 ϑ) dϑ√

1− l2/ sin2 ϑ
=

dξ√
1− l2 − ξ2

; ξ ≡ l ctgϑ.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ
ξ =

√
1− l2 sin(ϕ− ϕ0) = l ctgϑ. (5.7)

Ïðè l = 1 çíà÷åíèå ctgϑ = 0; ϑ = π/2, à óãîë ϕ ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ
äî 2π � ýòî ýêâàòîð ñôåðû.

Òðàåêòîðèè ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ l (ïðè l2 < 1) óäîáíî ðàññìî-
òðåòü íà âëîæåíèè äâóìåðíîé ñôåðû â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

x = r sinϑ cosϕ; y = r sinϑ sinϕ; z = r cosϑ.

Èç óðàâíåíèÿ (5.7) ïðè ϕ0 = 0 ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó y è z:
y
√

1− l2 = l z.

Ýòî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü x è íà÷àëî êîîðäè-
íàò ïîä óãëîì α ê ïëîñêîñòè (x, y), ãäå èíòåãðàë äâèæåíèÿ l îïðåäå-
ëÿåò íàêëîí ýòîé ïëîñêîñòè: cosα = l. Ïðè l = 1 óãîë íàêëîíà α = 0
� ýêâàòîð, êàê ìû âèäåëè âûøå.

Óãîë ϕ0 6= 0 îïðåäåëÿåò óãîë ïîâîðîòà ëèíèè â ïëîñêîñòè (x, y),
÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ýòà ïëîñêîñòü. Ñå÷åíèå òàêèìè ïëîñêîñòÿ-
ìè ñôåðû îáðàçóåò îêðóæíîñòè íà ñôåðå � äóãè áîëüøîãî êðóãà, ñ
ïîìîùüþ äâèæåíèÿ ïî ñôåðå, ñîâìåñòèìûå ñ ýêâàòîðîì.
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5.3 Äèíàìèêà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

Êàê èçìåíÿòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâ-
ëÿåòñÿ íåèíåðöèàëüíîé, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñ
ïîëåì ñêîðîñòåé V i(xj)? Íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå ïî-
ñòàíîâêè âîïðîñà â êëàññè÷åñêîé äèíàìèêå èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå ãîâîðèëîñü íå î ïîëå ñêîðîñòåé, à î
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè è òàì ðå÷ü øëà î ïîëå ñêîðîñòåé,
íî ýòî ïîëå âî âñåõ òî÷êàõ áûëî îäèíàêîâûì � â äåêàðòîâîé ñèñòåìå,
óäîâëåòâîðÿÿ ñîîòíîøåíèþ ∂j u

i = 0, à â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ
ýòî ñîîòíîøåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ ÷åðåç êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

∇j ui ≡ ui;j = 0. (5.8)
Ëàãðàíæèàí â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîðî-

ñòè îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà:
L =

1
2
γij (ẋi − V i)(ẋj − V j). (5.9)

Âûðàæàÿ ñêîðîñòè ÷åðåç èìïóëüñû
pi = γij (ẋj − V j); ẋi = γij pj + V i,

ñòðîèì ãàìèëüòîíèàí
H = pi ẋ

i − L =
1
2
γji(x) pj pi + V i(x) pi. (5.10)

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà îïðåäåëÿþò ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè:
d pi
d t

= −1
2
∂γjk

∂xi
pj pk −

∂V j

∂xi
pj .

Ýòè óðàâíåíèÿ â ëîêàëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìå çàïèñûâàþòñÿ êàê
d pi
d t

= −∂V
j

∂xi
pj

è äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ âîçâðàùàþòñÿ â ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó
â êîâàðèàíòíîì âèäå (ïðè γij è V i ñòàöèîíàðíûõ � ïîñòîÿííûõ âî
âðåìåíè)

d pi
d t

= −V j;i pj ;
d ui

d t
= uj ui;j − γik Vj;k (uj − V j). (5.11)
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Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê è â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå, åñëè Vj;k = 0. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî è

(∇i∇k −∇k∇i)Vj = −Rsjik Vs = 0.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû Rsjik = 0 � ïðî-
ñòðàíñòâî äîëæíî áûòü ïëîñêèì. Òîëüêî â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå
âîçìîæíî îäíîðîäíîå ïîëå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé � ýòî è åñòü íîâîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, äâèæóùååñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî ñ åäè-
íîé ñêîðîñòüþ V.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò êðèâèçíîé, òî èñõîäíàÿ èíåðöèàëü-
íàÿ ñèñòåìà âûäåëåíà ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå ñ ëþáûì ïîëåì ñêîðîñòåé V i(x) îòëè-
÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ ó ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû, èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî îáíàðóæèìà, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò íåèíåðöè-
àëüíûõ.

5.4 Ïîëÿ Êèëëèíãà è äèíàìèêà

Íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò äâèæåíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè
ïîëÿìè Êèëëèíãà, ñäâèãè ïî êîòîðûì íå ìåíÿþò ìåòðèêè. Êàê íà-
ëè÷èå äâèæåíèé ñêàçûâàåòñÿ íà äèíàìèêå?

Êàæäîìó ïîëþ Êèëëèíãà ξi(j)(x) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëèíåéíóþ ïî
èìïóëüñàì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ ((j) � íîìåð ýòîãî ïîëÿ, èçìåíÿåòñÿ
îò 1 äî k, ãäå k � ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîëåé Êèëëèíãà):

f(j) = ξi(j) pi. (5.12)
Âû÷èñëèì ÷åðåç ñêîáêè Ïóàññîíà ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ýòèõ

ôóíêöèé:
d f

d t
= {H, ξi(x) pi} =

1
2
ξi γkl,i pk pl − ξi,k γ

kl pk pi =

−1
2

(ξi,k γkl + ξl,k γ
ki − ξl γki,l ) pk pi.

Åñëè ξi(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Êèëëèíãà, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæå-
íèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü è ñêîáêà Ïóàññîíà îáðàùàåòñÿ â íóëü, ñëåäî-
âàòåëüíî, êîíñòðóêöèÿ ξi(x) pi ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Í¼òåð: êàæäîìó ïîëþ Êèëëèíãà
ξi(x) ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàë äâèæåíèÿ ξi(x) pi.

5.5 Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ðèìàíîâî, òî ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà íóæäà-
åòñÿ â íåêîòîðîé êîððåêòèðîâêå.

Âñÿêîå òåëî ïðîäîëæàåò óäåðæèâàòüñÿ â ñâîåì ñîñòî-
ÿíèè ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïî ãåîäåçè-
÷åñêîé ëèíèè, ïîêà è ïîñêîëüêó îíî íå ïîíóæäàåòñÿ
ïðèëîæåííûìè ñèëàìè èçìåíèòü ýòî ñîñòîÿíèå.

Îäíàêî â ìàëîé îáëàñòè ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
ïëîñêèì è, ââåäÿ â ýòîé ìàëîé îáëàñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäè-
íàò (ëîêàëüíî äåêàðòîâó), ìû ïîëó÷èì ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåé-
íîå äâèæåíèÿ òåëà. Ïîýòîìó ñòàðàÿ ôîðìóëèðîâêà Ïåðâîãî çàêîíà
Íüþòîíà îñòàåòñÿ â ñèëå, íî òîëüêî äëÿ ìàëîé îáëàñòè, ëîêàëüíî.

5.6 Ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå òðåõìåðíîé ñôå-

ðû

Ïî ñâîèì ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì òðåõìåðíàÿ ñôåðà ïðèíöè-
ïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äâóìåðíîé. Êàê èçâåñòíî, òðåõìåðíàÿ ñôåðà
ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ãðóïïû O[3], à îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòî-
êàìè è ïîëÿìè Êèëëèíãà [2]. Íàçîâåì òàêèå ïîëÿ ãåîòîêàìè.

Âåêòîðíûå ïîëÿ (2.16) µiα è νiα, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðåìåííî ïî-
ëÿìè Êèëëèíãà è ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè, íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî
ëåâûìè è ïðàâûìè ãåîòîêàìè.

Âåêòîðû µiα íàçîâåì âåêòîðàìè ëåâîé ãðóïïû, à νiα � âåêòîðàìè
ïðàâîé ãðóïïû. Âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ãðóïïå, áóäåì íà-
çûâàòü îäíîñòîðîííèìè ãåîòîêàìè, à ðàçíûì � ðàçíîñòîðîííèìè
ãåîòîêàìè.
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Óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà ëèíåéíû ïî ïîëÿì, è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ïîëåé Êèëëèíãà � ëåâîñòîðîííèõ è ïðàâîñòîðîííèõ � åñòü
òàêæå ïîëå Êèëëèíãà.

Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà
ui∇i uj = 0 (5.13)

íåëèíåéíû, è ñóïåðïîçèöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ óæå íå ÿâëÿåòñÿ
ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ãåîòîêà ui è vi. Èõ ñóììà
åñòü âåêòîð Êèëëèíãà. Áóäåò ëè ñóììàðíûé ïîòîê ãåîäåçè÷åñêèì?

(ui + vi)∇i (uj + vj) = ui∇i uj + vi∇i vj + ui∇i vj + vi∇i uj =

ui∇i vj + vi∇i uj .

Òàê êàê ýòè ïîëÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è ïîëÿìè Êèëëèíãà, òî
ui;k = −uk;i è

∇i uj = γjk uk;i = −γjk ui;k;

ui∇i vj + vi∇i uj = −γjk(ui vi;k + vi ui;k) = −γjk ∂k (ui vi).

Áóäåò ëè ñóììà ãåîòîêîâ ãåîòîêîì � ýòî îïðåäåëÿåòñÿ èõ ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì.
Òåîðåìà 1 Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãåîòîêîâ ïîñòîÿííî
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, òî èõ ñóììà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãåîòîêîì.

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ãåîòîêîâ âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ïîñòî-
ÿííû:

(µiα µiβ) = δαβ ; (νiα νiβ) = δαβ .

Ýòî îáåñïå÷èâàåò íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 âûïîëíåíèå ñëåäóþùåé
òåîðåìû:
Òåîðåìà 2 Ñóïåðïîçèöèÿ îäíîñòîðîííèõ ãåîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ ãåî-
òîêîì.

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ,÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþ-
áûõ ëåâûõ è ïðàâûõ ãåîòîêîâ íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ïðè ñóïåðïîçèöèè ãåîòîêîâ ìû ìîæåì ðàñïîðÿæàòüñÿ ëèøü
øåñòüþ êîíñòàíòàìè, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ íà ñôåðå áåñêîíå÷íîìåðíî. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿíñòâî
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îäíîñòîðîííèõ ãåîòîêîâ.

Îòñþäà ñëåäóåò
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Òåîðåìà 3 Ñóììà ëåâîãî è ïðàâîãî ãåîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Êèë-
ëèíãà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì.

Åñëè â êàæäîé òî÷êå ñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîìåñòèòü ïû-
ëèíêó è êàæäîé òàêîé ïûëèíêå ïðèäàòü ñêîðîñòü, ïðîïîðöèîíàëü-
íóþ îäíîìó èç ïîëåé ãåîòîêîâ, òî âñëåäñòâèå ãåîäåçè÷íîñòè òàêîãî
ïîëÿ, äâèãàÿñü ïî èíåðöèè, ÷àñòè÷êè áóäóò äâèãàòüñÿ âäîëü ýòîãî
ïîëÿ è ñàìî ïîëå ñêîðîñòåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìåíÿòüñÿ íå áóäåò.

Òàê êàê òàêîå ïîëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Êèëëèíãà, òî ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ïûëèíêàìè ìåíÿòüñÿ íå áóäóò: â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ìíîæåñòâî ïûëèíîê ðåàëèçóåò òðåõìåðíóþ ñôåðó.

Ïîýòîìó äëÿ ðåàëèçàöèè èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû � äâèæóùåéñÿ â
ñåáå òðåõìåðíîé ñôåðû � íóæíî áðàòü ñóïåðïîçèöèþ îäíîñòîðîííèõ
ãåîòîêîâ.

Îäíàêî ïî ñâîèì ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì òàêàÿ äâèæóùàÿñÿ ñè-
ñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò ïîêîÿùåéñÿ. Â íåé ìåòðèêà, îïðåäåëÿåìàÿ äâè-
æóùèìèñÿ ïûëèíêàìè, òàêàÿ æå, êàê è íåïîäâèæíàÿ � ìåòðèêà òðåõ-
ìåðíîé ñôåðû � è ïîëÿ Êèëëèíãà, ïîýòîìó òå æå ñàìûå. Îäíàêî â
äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå òîëüêî òðè ãåîòîêà � îäíîñòîðîííèå ñî ñêîðî-
ñòüþ. Âåêòîðû Êèëëèíãà äðóãîé ãðóïïû óæå íå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêèìè, ÷òî îïðåäåëèìî ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ýòî î÷åíü âàæíûé ðåçóëüòàò: êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà äàæå ïðè
íàëè÷èè ãåîäåçè÷åñêèõ äâèæåíèé ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîñòè àáñî-
ëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîëüêî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ
âûðîæäåíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåðàçëè÷èìîñòè ðàâíîìåðíî äâèæóùèõ-
ñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ñèñòåì, ñîõðàíÿþùèõ ìåòðèêó ïðîñòðàí-
ñòâà.

5.7 Íåðåëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå

Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèåé, îïðåäåëÿåìîãî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ òåëà îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòðàíñòâà (àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ):

L =
1
2
γij(ẋi − V i)(ẋj − V j). (5.14)

Èìïóëüñû è âûðàæåííûå ÷åðåç íèõ ñêîðîñòè
pi =

∂L

∂ẋi
= γij(ẋj − V j); ẋi = γij pj + V i



5.7. ÍÅÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ 97

îïðåäåëÿþò ãàìèëüòîíèàí
H = pi ẋ

i − L =
γijpipj

2
+ V i pi. (5.15)

Çäåñü γij è V i � çàäàííûå ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè. Äàëåå
îïèñàíèå äâèæåíèÿ èäåò íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà èëè
ñêîáîê Ïóàññîíà.
5.7.1 Äâèæåíèå â ïîëå Áüåðíà

Ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå ñâîáîäíîãî òåëà â ïîëå
Áü¼ðíà (4.4). Ëàãðàíæèàí ñîñòîèò òîëüêî èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
ïîýòîìó äâèæåíèå íå çàâèñèò îò ìàññû è åå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé
åäèíèöå. Òàê êàê ïîëå ñêîðîñòåé ðàäèàëüíî, çàïèøåì ëàãðàíæèàí â
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç àáñîëþòíóþ
ñêîðîñòü òåëà � ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà:

L =
1
2
(
(ṙ − V r(r))2 + r2 ϕ̇2

)
.

Êîîðäèíàòà ϕ � öèêëè÷åñêàÿ, ñîïðÿæåííûé åé ìîìåíò ïîñòîÿíåí ïðè
äâèæåíèè:

pϕ ≡ l = r2 ϕ̇; ϕ̇ =
l

r2
.

pr ≡ p = ṙ − V r(r); ṙ = p+ V r(r).

Ãàìèëüòîíèàí òàêæå ïîñòîÿíåí
H = p ṙ − 1

2

(
p2 +

l2

r2

)
=

1
2

(
ṙ2 + V r(r)2 +

l2

r2

)
=

1
2

(
ṙ2 +

l2

r2

)
− kM

r
= E.

Ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ãàìèëüòîíè-
àíîì äëÿ òåëà, äâèæóùåãîñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå φ = −kM/r è
ïðèâîäèò ê òåì æå ðåøåíèÿì, ÷òî è ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîòåíöèàëà: äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòÿì, ýëëèïñàì, ïàðàáîëàì
è ãèïåðáîëàì.

Ó÷åò íåèíåðöèàëüíîñòè ñèñòåìû ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ òåë ýê-
âèâàëåíòåí ó÷åòó ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà â ïðåäïîëîæåíèè èíåð-
öèàëüíîñòè ñèñòåìû.
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5.7.2 Äâèæåíèå â ïîëå âèõðåâîãî ìîíîïîëÿ

Ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå òåëà â ïîëå âèõðåâîãî
ìîíîïîëÿ (l = −3) ñ ìåòðèêîé (4.10) ñ ìåòðè÷åñêèì ïîëåì (4.22)

Ω ≡ V ϕ =
q

r3
; w−3(r, ϑ) =

9 q2

8 r4
sin4 ϑ.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâèæåíèå â �ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè�
ìîíîïîëÿ ϑ = π/2. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü äåéñòâèÿ è âñåõ ôóíêöèé
îò ϑ èñ÷åçàåò, â ÷àñòíîñòè,

w ≡ w−3(r, π/2) =
9 q2

8 r4
.

Âñëåäñòâèå îñåâîé ñèììåòðèè ïåðåìåííàÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-
ñêîé è ñîïðÿæåííûé åé èìïóëüñ ïîñòîÿíåí pϕ = l.

Ãàìèëüòîíèàí (5.15) ñîõðàíÿåòñÿ
e−w p2

r +
l2

r2
+ 2 Ω l = 2E,

îòêóäà ìîæíî âûðàçèòü ðàäèàëüíûé èìïóëüñ
pr = ew/2

√
2E − 2 q l

r3
− l2

r2
.

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ýòîãî èì-
ïóëüñà ïî ìîìåíòó:

dϕ

d r
=
∂pr
∂l

= −
l
r2 + q

r3√
2E − 2 q l

r3 − l2

r2

ew/2.

Êàê â áîëüøèíñòâå ïîäîáíûõ çàäà÷, óäîáíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé
x = l/r; dx = −l/r2 dr. Ââåäÿ òàêæå ïàðàìåòð α = q/l2, ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå ïðèâåäåì ê âèäó:

dϕ =
(1 + αx) dx√

2E − 2αx3 − x2
ew.

Âîçâåäÿ â êâàäðàò, ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ãà-
ìèëüòîíèàíà îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ:

ew
(1 + αx)2

2

(
d x

dϕ

)2

+
(
x2

2
+ αx3

)
= E. (5.16)
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Äëÿ ïðèâåäåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ê âèäó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íóæíî ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ:

ew/2 (1 + αx) dx = dy.

Íàéäåì òî÷êè ðàâíîâåñèÿ � ìèíèìóì �ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè�:
∂

∂x

(
x2

2
+ αx3

)
= x (1 + 3αx) = 0.

Èõ - äâå: x1 = l/r = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì, ïîêîÿùèìñÿ íà áåñêî-
íå÷íîì óäàëåíèè îò ìîíîïîëÿ. Âòîðàÿ òî÷êà 3αx2 = 3 q/(l r2) = −1
ñîîòâåòñòâóåò òåëó, âðàùàþùåìóñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñà r2ïðîòèâ âèõðåâîãî ïîëÿ ñ ìîìåíòîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

l = −3 q
r2
.

Ýòà òî÷êà êðóãîâîãî äâèæåíèÿ íåóñòîé÷èâà: âñå òåëà (çâåçäû) ñ ìåíü-
øèì ðàäèóñîì (á�îëüøèì x), âðàùàÿñü, íà÷èíàþò ïàäàòü íà öåíòð �
çàõâàòûâàþòñÿ ìîíîïîëåì.

5.8 Äâèæåíèå ñâåòà

Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýéêîíàëà êàê â
êëàññè÷åñêîé, òàê è â ðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå. Êâàäðàòè÷íàÿ çàâè-
ñèìîñòü ìåæäó ÷àñòîòîé è âîëíîâûì âåêòîðîì è â êëàññè÷åñêîé ôè-
çèêå ó÷èòûâàåò ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñâåòà.

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå èìåþùåãî óðàâíåíèå ýéêîíàëà èìååò
âèä: (

1
c

∂ψ

∂t

)2

− γij
∂ψ

∂xi
∂ψ

∂xj
= 0.

Îáû÷íî îáîçíà÷àþò
∂ψ

∂t
= −ω;

∂ψ

∂xi
= ki. (5.17)

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ìåíÿåòñÿ íà
êîâàðèàíòíóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.1):

1
c2

(
∂ψ

∂t
+ V i

∂ψ

∂xi

)2

− γij
∂ψ

∂xi
∂ψ

∂xj
= 0
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è óðàâíåíèå ýéêîíàëà ïðèíèìàåò âèä:
(ω − V i ki)2

c2
= γij ki kj . (5.18)

Çàâèñèìîñòü ïîëÿ ñêîðîñòåé îò êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ
ëó÷à îò ïðÿìîé ëèíèè.
5.8.1 Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà âáëèçè Ñîëíöà

Âáëèçè Ñîëíöà èìååòñÿ ðàäèàëüíîå ïîëå ñêîðîñòåé Áü¼ðíà (4.4),
íî ñàìî ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå.

Óðàâíåíèå ýéêîíàëà (5.18) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè-
îáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

k2
r +

k2
ϕ

r2
− (ω + V (r) kr)2

c2
= 0,

ãäå ω è kϕ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à, òî ìîæíî ââåñòè

kr =
ω

c
n; kϕ =

ω

c
l; n2 +

l2

r2
− (1 + β n)2 = 0; β =

V

c
=

√
2kM
c2 r

.

Âûðàçèì îòñþäà n
n =

β

1− β2
±
√

1− (l/r)2(1− β2)
1− β2

.

Òðàåêòîðèÿ ëó÷à íàõîäèòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
dϕ

d r
=
∂n

∂l
=

−l/r2√
1− (l/r)2(1− β2)

=
−l/r2√

1− (l/r)2(1− 2kM
c2 r )

.

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé ξ = l/r, ïîëó÷àåì
dϕ =

dξ√
1− ξ2(1− 2α ξ)

; α =
kM

c2 l
. (5.19)

Åñëè ïîëîæèòü α = 0, ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò
ðåøåíèå

ξ =
l

r
= cosϕ.
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Ïðè èçìåíåíèè ϕ îò −π/2 äî π/2 îíî îïèñûâàåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ íà ðàññòîÿíèè l îò öåíòðà òÿãîòåþùåãî òåëà.

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.19) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî α:
ξ = cos(ϕ− αε(ϕ)) ≈ cosϕ+ αε sinϕ.

dξ

dϕ
= − sinϕ+ α(sinϕ

dε

dϕ
+ ε cosϕ).

Âîçâåäÿ â êâàäðàò è ïîäñòàâèâ â (5.19), ãäå ñîõðàíèì òîëüêî ëèíåé-
íûå ïî α ÷ëåíû, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ε:

dε

dϕ
= −cos3 ϕ

sin2 ϕ
,

êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

ε =
1

sinϕ
+ sinϕ,

è îêîí÷àòåëüíî
x =

pϕ
r

= cosϕ+ α(1 + sin2 ϕ). (5.20)

Ëó÷ ïðèõîäèò èç áåñêîíå÷íîñòè è óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü (x1 =
0, x2 = 0). Ïðè ýòîì ϕ ïîëó÷àåò ìàëóþ äîáàâêó ïî îòíîøåíèþ ê
±π/2, ãäå sin2 ϕ ≈ 1, à cos(±π/2 + δ) ≈ ±δ:

δ ≈ 2α =
2kM
Rc2

,

åñëè ñâåò äâèãàëñÿ ïî òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé íà áëèæàéøåì ðàñ-
ñòîÿíèè îò òåëà � åãî ðàäèóñà R. Ïîëíûé óãîë îòêëîíåíèÿ åãî îò
ïðÿìîé ñêëàäûâàåòñÿ èç îòêëîíåíèé ñëåâà è ñïðàâà è ðàâåí 2δ =
4km/(Rc2).

Äëÿ Ñîëíöà α = 2.25 · 10−6, ÷òî äàåò ïîëíûé óãîë îòêëîíåíèÿ
1.7”.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî îòêëîíåíèå áûëî çàìåðåíî âî âðåìÿ ïîëíîãî
ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ 29 ìàÿ 1919 ãîäà ýêñïåäèöèåé ïîä ðóêîâîäñòâîì
À. Ýääèíãòîíà. Çàìåðåííàÿ âåëè÷èíà ëåæàëà â èíòåðâàëå 0.9” � 1.8”.
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5.8.2 Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ïëîñêîé êîñìîëîãè-
÷åñêîé ìîäåëè

Â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïî÷òè âñåãäà ïîëå ñêîðîñòåé ðàâíî
íóëþ � ìû ðàáîòàåì â ãëîáàëüíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Â ïëîñêîé
êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ ìåòðèêîé

dl2 = m2(t) (dx2 + dy2 + dz2)

óðàâíåíèå ýéêîíàëà
ω2

c2
− 1
m2(t)

k2 = 0 (5.21)
èìååò öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè x, y, z è ïîýòîìó âåêòîð k ïîñòî-
ÿíåí, k2 = k2. Ïîýòîìó ÷àñòîòà ñâåòà èçìåíÿåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöè-
îíàëüíî èçìåíåíèþ ìàñøàòáà:

ω =
k c

m(t)
. (5.22)

Ñ ðîñòîì ìàñøòàáà Ìèðà ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ïà-
äàåò.

Îòêðûòèå â 1963 ãîäó äëèííîâîëíîâîãî ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ
ðàäèîèíæåíåðàìè Ïåíçèàñîì è Âèëüñîíîì ïîäòâåðäèëî ãèïîòåçó î
ãîðÿ÷åé âñåëåííîé ñ âûñîêîòåìïåðàòóðíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì èç-
ëó÷åíèåì, êîòîðîå ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé óìåíüøàëî ñâîþ
÷àñòîòó è äîøëî äî íàñ óæå â ðàäèîäèàïàçîíå.
5.8.3 Êîñìè÷åñêèå ëèíçû

Â ñîâðåìåííîé êîñìîëîãèè èñêëþ÷èòåëüíî èíòåðåñíîå ÿâëåíèå
ïðåäñòàâëÿþò �êîñìè÷åñêèå ëèíçû�, â êîòîðûõ îäíè è òå æå çâåç-
äû âèäíû äâóêðàòíî è äàæå ÷åòûðåõêðàòíî. Ýòîò ýôôåêò ãîâîðèò
î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî â ýòîé îáëàñòè ñèëüíî èñêàæåíî, ñèëüíî îò-
ëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâà � êàê ñâèëè íà ñòåêëå. Íèæå ìû ïðèâåäåì
ïðèìåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â âèõðåâîì ïîëå, ãäå ìîæåò íàáëþ-
äàòüñÿ óäâîåíèå îáúåêòà.

Óðàâíåíèå ýéêîíàëà â âèõðåâîì ïîëå (4.10)
1
c2

(
∂ψ

∂t
+ Ω

∂ψ

∂ϕ

)2

= e−w

((
∂ψ

∂r

)2

+
1
r2

(
∂ψ

∂ϑ

)2
)

+
1

r2 sin2 ϑ

(
∂ψ

∂ϕ

)2

.
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Âûáðàâ ïåðåìåííûå
∂ψ

∂t
= ω;

∂ψ

∂ϑ
= 0; ϑ =

π

2
;

∂ψ

∂ϕ
=
ω

c
l;

∂ψ

∂r
=
ω

c
n,

ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó
(1 + lΩ)2 = n2 +

l2

r2
,

îòêóäà ìîæíî âûðàçèòü ðàäèàëüíóþ êîìïîíåíòó âîëíîâîãî âåêòîðà

n =

√
(1 + lΩ)2 − l2

r2
.

Óðàâíåíèå ëó÷à, êàê âñåãäà, ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
dϕ

d r
=
∂n

∂l
=

− l
r2 + Ω√

(1 + lΩ)2 − l2

r2

≈
− l
r2√

1− l2

r2

+
Ω(√

1− l2

r2

)3 .

Ïîäñòàâèì òåïåðü ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé âèõðåâîãî ìîíîïî-
ëÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ q (4.18):

Ω =
q

r3
; w−3 = −9 q2

8 r4
sin4 ϑ ≈ 0,

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå ëó÷à êîíêðåòèçèðóåòñÿ:

dϕ =
d lr√

1−
(
l
r

)2 +
q
r3 dr√
1− l2

r2

= dη +
q

l2
d

1√
1− l2

r2

,

ãäå
r sin η = l;

Åñëè ëó÷ ïðèõîäèò èç áåñêîíå÷íîñòè è âîçâðàùàåòñÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòü, òî

ϕ = η ± q

l2
.

Òàêèì îáðàçîì, ëó÷ èñêðèâëÿåòñÿ. Åñëè èñòî÷íèê è íàáëþäàòåëü
íàõîäÿòñÿ â ïëîñêñîòè ϑ = π/2, òî îäèí è òîò æå èñòî÷íèê ìîæåò
áûòü âèäåí äâàæäû ñ óãëîâûì ðàññòîÿííèåì ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè
δϕ = 2q/l2. Ýòî îäíà èç ìîäåëåé �êîñìè÷åñêîé ëèíçû�.
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5.9 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà

Òàê êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà çàâèñèò
îò êîîðäèíàò è âðåìåíè � ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, � ïðè ïîñòðîåíèè
ýâîëþöèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â êîíöå êîíöîâ ñòðîèòñÿ ÷åòû-
ðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè äå-
ëàåò ýòî ìíîãîîáðàçèå ÷åòûðåõìåðíûì ïñåâäîðèìàíîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

ÒÃÂ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïåöèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè, îïðå-
äåëÿþùóþ ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Íàðÿäó ñ ãëîáàëüíûì âðåìåíåì, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàçâèòèå
ìèðà â öåëîì, ó äâèæóùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ ñîáûòèÿ ðàçâèâàþòñÿ â
åãî ëîêàëüíîé ñèñòåìå â ñîáñòâåííîì âðåìåíè.
5.9.1 Ñîáñòâåííîå âðåìÿ äâèæóùåãîñÿ òåëà

Íàðÿäó ñ ãëîáàëüíûì âðåìåíåì, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàçâèòèå
ìèðà â öåëîì, ó äâèæóùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ ñîáûòèÿ ðàçâèâàþòñÿ
â åãî ëîêàëüíîé ñèñòåìå â ñîáñòâåííîì âðåìåíè (�ìåñòíîå âðåìÿ�
Ëîðåíöà), â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå âûðàæàåìîãî ÷åðåç ìåòðèêó ïðî-
ñòðàíñòâà è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ẋi

dτ = dt

√
1− 1

c2
γij ẋi ẋj ,

à â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå � ÷åðåç àáñîëþòíûå ñêîðîñòè:
dτ = dt

√
1− 1

c2
γij(ẋi − V i)(ẋj − V j) = dt

√
gαβ dxα dxβ ,

ãäå ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî â ÷åòûðåõìåðíîì âèäå, ïðè
îáúåäèíåíèè âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà â åäèíîå ÷åòûðåõìåðíîå ìíî-
ãîîáðàçèå ñ x0 = c t è ìåòðèêîé

g00 = 1− 1
c2
γij V

i V j ; g0i =
1
c
γij V

j ; gij = −γij . (5.23)
Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ýòîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ
g00 = 1; g0i =

V i

c
; gij =

V i V j

c2
− γij .
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Âàæíåéøèì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå âûðàæåíèå
g00 = 1. (5.24)

Ýòî îñíîâíîå ñòðóêòóðíîå ñîîòíîøåíèå ãëîáàëüíîãî âðåìåíè, àíà-
ëîãè÷íîå ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî, ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâíûì ñòðóêòóð-
íûì ñîîòíîøåíèåì â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

5.9.2 Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

ÒÃÂ ó÷èòûâàåò ñïåöèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè íå òîëüêî
ïðèíÿòèåì ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äëÿ äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ, íî è
ðåëÿòèâèñòñêèì îïèñàíèåì äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è ñâåòà.

Ëîêàëüíî, â òî÷êå íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ
ìåòðèçîâàíû ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî. Ïðîèçâîäíûå îò äåéñòâèÿ ÷à-
ñòèöû îáðàçóþò ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð. Åñëè ââåñòè âìåñòî äåé-
ñòâèÿ S ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ s = S/mc, óðàâíåíèå ñòàíî-
âèòñÿ íå çàâèñèìûì îò ìàññû, ÷òî è âûðàæàåò â ñàìîì îáùåì âèäå
ïðèíöèï íåçàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ îò ìàññû. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìå èíâàðèàíò ýòîãî âåêòîðà ïðèâîäèò ê ðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

1
c2
ṡ2 − γijs,i s,j = 1.

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè çàìåíÿåòñÿ íà
êîâàðèàíòíóþ, ÷òî äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè � äåéñòâèÿ � ïðèâîäèò
ê çàìåíå

Dt s =
∂s

∂t
+ V i ∂i s,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ïðèîáðåòàåò âèä:
1
c2

(ṡ+ V i s,i )2 − γijs,i s,j = 1. (5.25)
Ýòî óðàâíåíèå è îïðåäåëÿåò äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â ðàç-

ëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Îáîçíà÷àÿ

∂s

∂t
= −c ε; ∂s

∂xi
= pi,
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ïîëó÷àåì ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå ñâÿçè áåçðàçìåðíûõ ýíåðãèè è
èìïóëüñîâ

F (ε, pi, t, xi) =
c

2

(
1 + γij pi pj −

(
ε− V i

c
pi

)2
)

= 0, (5.26)

îïðåäåëÿþùåå äèíàìèêó ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî íåêîòî-
ðîìó ïàðàìåòðó τ (ñîáñòâåííîìó âðåìåíè), ïðîèçâîäíóþ ïî êîòîðî-
ìó îáîçíà÷àåì òî÷êîé:

ṫ = −1
c

∂F

∂ε
= ε− V i

c
pi;

ẋi =
∂F

∂pi
= c γij pj + V i

(
ε− V i

c
pi

)
;

ε̇ =
1
c

∂F

∂t
; ṗi = − ∂F

∂xi
; (5.27)

Èç ïåðâîé ïàðû ñëåäóåò
d xi

d τ
− V i

d t

d τ
= c γij pj ; pk =

γki
c

(
d xi

d τ
− V i

d t

d τ

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå ñâÿçè (5.26), ïîëó÷èì(
d t

d τ

)2

− γij
c2

(
d xi

d τ
− V i

d t

d τ

)(
d xj

d τ
− V j

d t

d τ

)
= 1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð
dτ =

√
dt2 − 1

c2
γij(dxi − V i dt)(dxj − V j dt) (5.28)

� ñîáñòâåííîå âðåìÿ äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû.
Â ëþáîé ìåòðèêå è ïðè ëþáîì ïîëå ñêîðîñòåé èìåþòñÿ ðåøåíèÿ

äëÿ êîãåðåíòíûõ ÷àñòèö (pi = 0; ε = 1; ẋi = V i) � ïîêîÿùèõñÿ
îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðè íàëè÷èè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óðàâíåíèå ñâÿçè (5.26) êîð-
ðåêòèðóåòñÿ ïîòåíöèàëîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Ai, φ è çàâèñèò îò
îòíîøåíèÿ çàðÿäà ê ìàññå äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû q/(mc). Îíî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê

F =
c

2

(
1 + γij (pi −

q

m c
Ai)(pj −

q

m c
Aj) −
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(
ε− q φ

mc2
+
V i

c
(pi −

q

m c
Ai)
)2
)
. (5.29)

5.10 Ðåëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå â ïîëå Áüåð-

íà

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè â êëàññè÷åñêîé, íåðåëÿòèâèñòñêîé îáëà-
ñòè äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîëå Áüåðíà � â ïîëå ñêîðîñòåé, ñîçäàâàåìîì
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì òåëîì.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì òó æå çàäà÷ó äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö
� ñ ó÷åòîì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå. Âñëåä-
ñòâèå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è óäîáíî ðàáîòàòü â ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò:

dl2 = dr2 + r2 (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2).

Ïîëå ñêîðîñòåé (4.4) ðàäèàëüíî

V r = V =

√
2kM
r

,

è ñâÿçü áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè è èìïóëüñîâ ïðèíèìàåò âèä:(
ε− V

c2
pr

)2

−

(
p2
r +

1
r2

(
p2
ϑ +

p2
ϕ

sin2 ϑ

))
= 1.

Ôóíêöèÿ ñâÿçè (5.26) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

F = c
1− ε2

2
−
√

2kM
r

ε pr + c

(
1− 2kM

r c2

)
p2
r

2
+
cL2

2r2
, (5.30)

ãäå ââåäåí îïåðàòîð êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà

L2 = p2
θ +

p2
ϕ

sin2 θ
, (5.31)

êîììóòèðóþùèé â ñìûñëå ñêîáîê Ïóàññîíà ñ ôóíêöèåé ñâÿçè (5.30),
à ïîòîìó âåëè÷èíà åãî íà òðàåêòîðèè ïîñòîÿííà (îáîçíà÷èì åå l2).
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Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïîâîðîò â êîîðäèíàòàõ θ, ϕ òàê, ÷òîáû òðà-
åêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåæàëà â ñå÷åíèè θ = π/2 ïðè θ̇ = pθ = 0, ṗθ = 0.

Öèêëè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ t è ϕ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñî-
õðàíåíèþ ýíåðãèè pt = ε è ìîìåíòà pϕ = l. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ñâÿçè
ïðèíèìàåò âèä:

2F
c

= 1− ε2 ∓ V

c
ε pr +

(
U p2

r +
l2

r2

)
= 0; U = 1− 2kM

r c2
. (5.32)

Âûðàçèì èìïóëüñ pr èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ôóíêöèè (5.32):

pr =
ε V

1− V 2
±
√
ε2V 2 − (1− ε2 + l2/r2)(1− V 2

1− V 2
.

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì åãî ïî ìî-
ìåíòó:

dϕ

d r
=
∂pr
∂l

=
−l/r2√

ε2 − 1 + 2M/r − l2/r2(1− 2M/r)
.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ïåðåìåííîé ξ = l/r è êîíñòàíòû α = M/l è âîç-
âåäåíèÿ â êâàäðàò, ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó:

1
2

(
d ξ

dϕ

)2

+ U(ξ) = λ; U(ξ) =
ξ2

2
− α ξ − α ξ3; λ =

ε2 − 1
2

. (5.33)

Îíî èìååò âèä îäíîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è, â êîòîðîé ðîëü
âðåìåíè èãðàåò óãîë ϕ, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé U(ξ). Íåðåëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ
(5.33) ïðåíåáðåæåíèåì â U(ξ) êóáè÷åñêèì ÷ëåíîì.

5.10.1 Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Äâèæåíèþ ïî îêðóæíîñòè â ïðåäñòàâëåíèè (5.33) ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êà ðàâíîâåñèÿ � ðàäèóñ íå ìåíÿåòñÿ, íàáåãàåò òîëüêî óãîë.

dU

d ξ
= ξ − α− 3α ξ2 = 0. (5.34)
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Â îòëè÷èå îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ ýòî óðàâíåíèå � êâàäðàò-
íîå, òî åñòü âîçìîæíû äâà êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî-
òåíöèàëà U(ξ) â íóëå îòðèöàòåëüíà, ïîýòîìó ïåðâûé êîðåíü ñîîòâåò-
ñòâóåò ìèíèìóìó ýòîé ôóíêöèè, à âòîðîé � ìàêñèìóìó:

ξ1 =
1−

√
1− 12α2

6α
; ξ2 =

1 +
√

1− 12α2

6α
.

Ýòè äâà êîðíÿ ñëèâàþòñÿ ïðè α2 = 1/12 � ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðîì êðóãîâîå äâèæåíèå åùå âîçìîæíî.

Èç óðàâíåíèÿ (5.34) ìîæíî âûðàçèòü ìîìåíò ÷åðåç ðàäèóñ êðó-
ãîâîé îðáèòû R:

l2 =
M R

1− 3M/R
. (5.35)

Ïðè áîëüøèõ ðàäèóñàõ ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ íåðåëÿòèâèñò-
ñêèì âûðàæåíèåì l2 = M R, ÿâëÿþùèìñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû êëàñ-
ñè÷åñêîãî öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò
êëàññè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ óìåíüøåíèåì ðàäèóñà ìîìåíò óìåíü-
øàåòñÿ íå ìîíîòîííî, à èìååò ìèíèìóì ïðè R = 6M è ïðè äàëüíåé-
øåì óìåíüøåíèè ðàäèóñà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè R = 3M .

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà (5.35), âûðàçèì êîðíè ÷åðåç
ðàäèóñ îðáèòû:

1− 12α2 = 1− 12
M2

M R

(
1− 3

M

R

)
=
(

1− 6
M

R

)2

.

Ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè �êèíåòè÷åñêàÿ ýåíåðãèÿ� â (5.33)
ðàâíà íóëþ, è èç ñîîòíîøåíèÿ U(ξ1) = λ íàõîäèòñÿ ýíåðãèÿ äâèæó-
ùåãîñÿ òåëà ε:

ε2 =
(1− 2M/R)2

1− 3M/R
. (5.36)

Åñëè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýíåðãèÿ íåïðåðûâíî óáûâàåò ñ
óìåíüøåíèåì ðàäèóñà êðóãîâîé îðáèòû, òî â ðåëÿòèâèñòñêîé îíà
èìååò ìèíèìóì ïðè R = 6M . Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ðàäèóñà
äî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî R = 3M ýíåðãèÿ âîçðàñòàåò äî áåñêî-
íå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, R = 6M � ýòî åäèíñòâåííàÿ óñòîé÷èâàÿ
êðóãîâàÿ îðáèòà ( [8]).

Íà óñòîé÷èâîé îðáèòå ìîìåíò l = R/
√

3.
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5.10.2 Âðàùåíèå ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ

Åñëè â îêðåñòíîñòè êðóãîâîé îðáèòû (òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ξ1) èìå-åòñÿ ìàëàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, òî òî÷êà ξ áóäåò ñîâåðøàòü êî-
ëåáàíèÿ âáëèçè òî÷êè ξ1 ñ ÷àñòîòîé (ïî ϕ), îïðåäåëÿåìîé âòîðîé
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(ξ):

Ω2 =
d 2U

d ξ2
|ξ1 = 1− 6α ξ1 =

√
1− 12α2 = 1− 6

M

R
.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Ïîëíîå êîëåáàíèå
ìåæäó ìèíèìóìîì è ìàêñèìóìîì ñîâåðøàåòñÿ ïðè ïîâîðîòå íà óãîë
Φ = 2π/Ω:

Ω ≈ 3
kM

Rc2
; Φ ≈ 2π

(
1 + 3

kM

Rc2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, çà êàæäûé îáîðîò ïî îðáèòå ïåðèãåëèé ñìåùàåòñÿ
íà óãîë

∆ϕ = Φ− 2π = 6π
kM

Rc2

ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ïî îðáèòå. Îðáèòà îêàçûâàåòñÿ íåçàìêíó-
òîé.

Ïðè äâèæåíèè ïî ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòå
kM

R2
=
v2

R
;

kM

Rc2
=
v2

c2
.

Ýòèì äàíî îáúÿñíåíèå âðàùåíèþ ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ, çàôèê-
ñèðîâàííîå çà òðè ñòîëåòèÿ íàáëþäåíèé ñî âðåìåí äàòñêîãî àñòðî-
íîìà Òèõî Áðàãå (1546 - 1601): áîëüøàÿ îñü ýëëèïòè÷åñêîé îðáè-
òû Ìåðêóðèÿ çà ñòîëåòèå ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ïîðÿäêà 40 óãëî-
âûõ ñåêóíä. Òàê êàê ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ìåðêóðèÿ âîêðóã Ñîëíöà
88 ñóòîê, òî çà ñòîëåòèå îí äåëàåò 415 îáîðîòîâ, òàê ÷òî çà êàæ-
äûé îáîðîò åãî áîëüøàÿ ïîëóîñü ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 0.1 ñåêóíäû.
Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå Ìåðêóðèÿ îò Ñîëíöà 58 ìëí. êì, ïðè ýòîì ñðåä-
íÿÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ 48 êì/ñ, òàê ÷òî v/c = 1.6 · 10−4. Îòñþäà
δφ = 3 · 360 · 60 · 60 · 2.56 · 10−8 = 0.1′′, ÷òî î÷åíü õîðîøî ñîâïàäàåò ñ
çàìåðåííîé âåëè÷èíîé.



Ãëàâà 6

Îáùàÿ òåîðèÿ

îòíîñèòåëüíîñòè

Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè áûëà ñîçäàíà â 1911 - 1915 ãî-
äàõ Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì (1879 � 1955), îäíèì èç ñîçäàòåëåé ñïå-
öèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Èìåííî ïîýòîìó ïóòü ðàçâèòèÿ
òåîðèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ëåæàë â îáîáùåíèè ÷åòûðåõìåðíîé
ãåîìåòðèè, è äèíàìèêà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ýòèõ ïîñòðîåíè-
ÿõ çàòåðÿëàñü.

6.1 Êðàòêàÿ èñòîðèÿ

Â òåîðèè ëþáîãî ïîëÿ åñòü äâå ñòîðîíû: êàê ýòî ïîëå âëèÿåò íà
äðóãèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû è êàê ýòî ïîëå ôîðìèðóåòñÿ.

Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ Ýéíøòåéíó äàë ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíî-
ñòè: äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âëèÿíèå ãðàâèòàöèè íà òî èëè èíîå
ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå (ëîêàëüíîå), íóæíî ïåðåéòè â ñâîáîäíî ïàäàþ-
ùóþ ñèñòåìó, îïèñàòü ýòî ÿâëåíèå êàê â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå áåç
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, à çàòåì âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ ëàáîðàòîðíóþ
ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èçó÷àåìûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû â äðóãóþ.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòà ìåòîäèêà ïðèìåíèìà ëèøü ê ëîêàëüíûì

111
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ÿâëåíèÿì, òàêèì êàê ýëåêòðîäèíàìèêà, ãèäðîäèíàìèêà, óðàâíåíèÿ
êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ â áåñêîíå÷íî ìàëîé îáëàñòè, è íå ïðèìåíèìà
ê ãëîáàëüíûì ÿâëåíèÿì, ñâÿçàííûì ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåííûì
ñîñòîÿíèåì, òàêèì êàê ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà, ãäå ñîñòîÿíèå çàäà-
åòñÿ â íåêîòîðîì îáúåìå ïðîñòðàíñòâà, èëè êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, ãäå
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêæå íåëîêàëüíà.

Ïîèñê îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ: êàê æå ôîðìèðóåòñÿ ãðàâèòàöè-
îííîå ïîëå, çàíÿë ó Ýéíøòåéíà íåñêîëüêî ëåò, è çäåñü åìó ñóùåñòâåí-
íî ïîìîãëè äâà ìàòåìàòèêà: Ìàðñåëü Ãðîññìàí è Äàâèä Ãèëüáåðò.

Óæå â 1906 ãîäó Ìàêñ Ïëàíê ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï íàèìåíü-
øåãî äåéñòâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë â ÑÒÎ

S = −mc
∫

ds = −mc
∫ √

c2 − v2 dt =
∫
Ldt. (6.1)

Äëÿ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñþäà ñëåäóåò ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà:
ñâîáîäíûå òåëà äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. Â ïîëå òÿ-
æåñòè òðàåêòîðèè òåë èñêðèâëÿþòñÿ, äëÿ ÷åãî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêè
(èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëàãðàíæèàí çàâèñåë îò
êîîðäèíàò. Åäèíñòâåííàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ â íåãî âõîäèò, ýòî ñêî-
ðîñòü ñâåòà c. Åñëè îíà áóäåò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò, òî òðàåêòîðèè
òåë â ïðîñòðàíñòâå - âðåìåíè áóäóò èñêðèâëÿòüñÿ. Ïðè ýòîì ìàññà
â äåéñòâèå âõîäèò êàê ìíîæèòåëü � ýòî çíà÷èò, ÷òî èñêðèâëåíèå íå
áóäåò çàâèñåòü îò ìàññû, òàê êàê â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà îáùèé ìíî-
æèòåëü ñîêðàùàåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåò îòêðûòóþ åùå Ãàëèëååì îäèíà-
êîâîñòü óñêîðåíèé â ïîëå òÿæåñòè äëÿ âñåõ òåë, íåçàâèñèìî îò èõ
ìàññ.

Íî îòêóäà íàõîäèòü ýòó çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñâåòà îò êîîðäè-
íàò? Êàê åå ñâÿçàòü ñ êëàññè÷åñêèì ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì
Ëàïëàñà?

Â ýòî âðåìÿ Ýéíøòåéí íà÷èíàåò ñîòðóäíè÷àòü ñ ìàòåìàòèêîì
Ìàðñåëåì Ãðîññìàíîì, çàíèìàâøèìñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ìîäíîé â òî
âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé èñ÷èñëåíèåì Ðè÷÷è � êðèâèçíîé ìíî-
ãîìåðíûõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ãðîññìàí îáúÿñíÿåò Ýéíøòåéíó,
÷òî âûðàæåíèå (6.1) åñòü ëèøü ÷àñòíûé âèä îáùåãî èíâàðèàíòà, êî-
òîðûé â îáùåì âèäå äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà çàïèñûâàåòñÿ
÷åðåç 10 êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ [10]:

S = −mc
∫

ds = −mc
∫ √

gαβ(x) dxα dxβ . (6.2)
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Âìåñòî îäíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Ëàïëàñà ïîÿâëÿåòñÿ 10
êîìïîíåíò ìåòðèêè, 10 ïîòåíöèàëîâ! Ýéíøòåéí àíàëèçèðóåò ïåðåõîä
ê ñëàáûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëÿì, ðàññìàòðèâàÿ ìàëûå îòêëîíåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà îò ïëîñêîãî, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ñó-
ùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äâèæåíèå ÷àñòèö îêàçûâàåò ëèøü êîìïîíåí-
òà ìåòðèêè g00, êîòîðàÿ è ñâÿçàíà ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì
Ëàïëàñà:

g00 = 1 +
2φ
c2
. (6.3)

Ýòî ñóòü ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ � ñîîòâåòñòâèÿ âíîâü ñòðîÿùåéñÿ
òåîðèè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, çàðåêîìåíäîâàâøåé ñåáÿ êàê èñêëþ-
÷èòåëüíî òî÷íûé èíñòðóìåíò â íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Ïîòåíöèàë Ëàïëàñà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
∆φ = 4π k ρ. (6.4)

Êàêèì æå óðàâíåíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü 10 êîìïîíåíò ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà, ÷òîáû â ïðåäåëå ïåðåõîäèòü â ýòî óðàâíåíèå äëÿ
åäèíñòâåííî çíà÷èìîé êîìïîíåíòû ìåòðèêè?

Ïîñëå ÷åòûðåõ ëåò ïîèñêà, ïðîðàáîòêè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, óõî-
äÿ îò èäåé Ãðîññìàíà è âíîâü âîçâðàùàÿñü ê íèì, Ýéíøòåéí ôîð-
ìóëèðóåò, íàêîíåö, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èç êîòîðûõ êàê
áóäòî ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòðèêó. Îñíîâíîé êîíñòðóêöèåé, îïðåäå-
ëÿþùåé êðèâèçíó, ÿâëÿåòñÿ òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà Ðèìàíà - Êðè-
ñòîôôåëÿ, èìåþùèé â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 20 êîìïîíåíò,
à ñâåðòêà åãî ïî äâóì èíäåêñàì ïðèâîäèò ê ñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó
âòîðîãî ðàíãà, òåíçîðó Ðè÷÷è, èìåþùåãî, êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð,
10 êîìïîíåíò è îáðàçîâàííûé èç âòîðûõ (è ìåíåå) ïðîèçâîäíûõ ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ýéíøòåéí âûäâèãàåò òåíçîðíûå óðàâíåíèÿ

Rαβ = κTαβ , (6.5)
ãäå ñïðàâà ñòîèò òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà. Îí ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå ïîñòîÿííîé κ â ïðèáëèæåíèè
ñëàáîãî ïîëÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèå Ïóàññîíà (6.4).

Â 1915 ãîäó Ýéíøòåéí ïðèìåíÿåò ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ êîððåêòè-
ðîâêè íüþòîíîâñêîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà è
âû÷èñëÿåò íåïîíÿòíûé äî ýòîãî ïîâîðîò îðáèòû Ìåðêóðèÿ íà 40 óã-
ëîâûõ ñåêóíä â ñòîëåòèå, îïðåäåëåííûé çà òðèñòà ëåò òùàòåëüíûõ



114 ÃËÀÂÀ 6. ÎÁÙÀß ÒÅÎÐÈß ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ

íàáëþäåíèé ñî âðåìåí Òèõî Áðàãå. Ñîâïàäåíèå âû÷èñëåííîé âåëè-
÷èíû ïîâîðîòà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óáåæäàåò Ýéíøòåíà â ïðàâèëü-
íîñòè èñõîäíûõ ïîñûëîê è ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé (ñð. ï. 5.10.2).

Ê ýòîìó âðåìåíè çà ðàáîòîé Ýéíøòåíà íà÷èíàåò ñëåäèòü ïàòðè-
àðõ ìàòåìàòèêè íà÷àëà XX âåêà Äàâèä Ãèëüáåðò. Îí ïîêàçûâàåò,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (6.5) íåñîâìåñòíû: òåí-
çîð ýíåðãèè - èìïóëüñà èìååò íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ ∇α Tαβ = 0, â òî
âðåìÿ êàê òåíçîð Ðè÷÷è òàêîìó òîæäåñòâó íå óäîâëåòâîðÿåò.

Ýéíøòåéí â òîì æå 1915 ãîäó êîððåêòèðóåò òåîðèþ è ôîðìóëè-
ðóåò 10 óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

Rαβ −
1
2
gαβ R ≡ Gαβ =

8π k
c4

Tαβ . (6.6)
Íàñòîÿùèé òðèóìô ÎÒÎ ïåðåæèâàåò â 1919 ãîäó, êîãäà âî âðåìÿ

ïîëíîãî ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ Ýääèíãòîí çàìåðÿåò óãëîâîå îòêëîíå-
íèå ïîëîæåíèÿ çâåçäû âáëèçè çàêðûòîãî Ëóíîé Ñîëíöà, ïðåêðàñíî
ñîâïàäàþùåå ñ âû÷èñëåíèÿìè ïî òåîðèè Ýéíøòåéíà (ìåíåå äâóõ óã-
ëîâûõ ñåêóíä � ñð. ï. 5.8.1). Òåîðèÿ, ïðåäñêàçûâàþùàÿ ñòîëü òîíêèå
ÿâëåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà èñêëþ÷èòåëüíî ãëóáîêèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèí-
öèïàõ è èñïîëüçóþùàÿ ñàìûå ñîâðåìåííûå âûñîòû ìàòåìàòèêè, ñàìà
îêàçûâàåòñÿ âåðøèíîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

6.2 Âêëàä Ãèëüáåðòà

Äàâèä Ãèëüáåðò ïðîäåìîíñòðèðîâàë âûâîä óðàâíåíèé Ýéíøòåé-
íà èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà [5] ñ äåéñòâèåì, èíâàðèàíòíûì îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷åòûðåõ êîîðäèíàò:

S = − c4

16π k

∫
R
√
g d4x+ Sm, (6.7)

ãäå R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà - âðåìå-
íè, g � äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ÷åòûðåõìåðíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-
ðà, êîíñòàíòà k � çàìåðåííàÿ Ãåíðè Êýâåíäèøåì íüþòîíîâñêàÿ ãðà-
âèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, � à Sm � äåéñòâèå ïðî÷åé ìàòåðèè, êàê è
ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, çàâèñÿùåå îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è åãî ïðî-
èçâîäíûõ.
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Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðî÷åé ìàòåðèè ïî ÷å-
òûðåõìåðíîìó ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû òåí-
çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

δSm
δgαβ

=
1
2
Tαβ .

Òðåáîâàíèå îáðàùåíèÿ â íóëü âàðèàöèé ïîëíîãî äåéñòâèÿ (6.7) ïî
äåñÿòè êîìïîíåíòàì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðèâîäèò ê äåñÿòè óðàâ-
íåíèÿì Ýéíøòåéíà.

6.3 Îñíîâíûå ðåøåíèÿ

6.3.1 Ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà

Ïåðâîå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïðèøëî â êîíöå
1915 ãîäà èç ãåðìàíñêîãî âîåííîãî ãîñïèòàëÿ îò ñìåðòåëüíî áîëüíî-
ãî èçâåñòíîãî ôèçèêà Êàðëà Øâàðöøèëüäà (1873 � 1916). Ìåòðèêà
îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâî - âðåìÿ âíå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà
ìàññû M :
ds2 =

(
1− 2kM

c2 r

)
c2 dt2 − dr2(

1− 2kM
c2 r

) − r2(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2). (6.8)

Â êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè ìàññà âõîäèò â âèäå åäèíñòâåííîãî ïà-
ðàìåòðà α = 2 kM/(c2 r), ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ ïðè r →∞, ïðè ýòîì
ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà ïåðåõîäèò â ìåòðèêó ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Ìèíêîâñêîãî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â ýòîò ïàðàìåòð, ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó
êîíñòàíòó

rg = 2 kM/c2, (6.9)
èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü äëèíû è íàçûâàåìóþ ãðàâèòàöèîííûì ðàäè-
óñîì òåëà ñ ìàññîéM . Â êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè ýòîò ïàðàìåòð âõî-
äèò â êîìáèíàöèè 1− rg/r, ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ îò åäèíèöû íà áîëü-
øèõ ðàññòîÿíèÿõ, íî ïðè r → rg ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ìåòðèêè: êîýôôèöèåíò ïåðåä dt2 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ýòîé îáëàñòè íå ìîæåò áûòü ïîêîÿùèõñÿ òåë, òàê
êàê èíòåðâàë äëÿ òàêèõ òåë ñòàíîâèòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûì.
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Ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ ïðîïîðöèîíàëåí ìàññå òåëà. Ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå α = rg/r îãðàíè÷èâàåòñÿ ðàäèóñîì òåëà R. Íàïðèìåð,
äëÿ Çåìëè îòíîøåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà ê ðàäèóñó Çåìëè
î÷åíü ìàëî:

kM

R2
= g;

rg
R

=
2 g R
c2

= 7 · 10−10.

Èññëåäîâàíèþ ÷åðíûõ äûð ïîñâÿùåí îãðîìíûé îáúåì ëèòåðàòó-
ðû. Óïîìÿíåì ëèøü îäíó ïðîáëåìó: â ðåøåíèè Øâàðöøèëüäà M
âîçíèêàåò êàê ïàðàìåòð èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîãóùèé ïðèíèìàòü êàê
ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. È ýòîé ïðîáëåìå ïî-
ñâÿùåíî íåìàëî ëèòåðàòóðû.

Îäíàêî â ÒÃÂ ýòà êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî
ïîëîæèòåëüíîé (ñì. ñòð. 66).

Øâàðöøèëüä íàøåë òàêæå è �âíóòðåííåå ðåøåíèå� óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà, ïîëàãàÿ ýòî òåëî âíóòðè ñîñòîÿùèì èç èäåàëüíîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè. Ýòî âòîðîå ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà íå áûëî òàê
êàíîíèçèðîâàíî â ëèòåðàòóðå ÎÒÎ, òàê êàê ñïåöèàëèñòû ïîëàãàþò,
÷òî íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áûòü íå ìîæåò � â íåé ñêîðîñòü çâóêà
áåñêîíå÷íà, à ýòî çàïðåùåíî ñïåöèàëüíîé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè.
Îäíàêî â çàäà÷àõ, ãäå ñêîðîñòü çâóêà è ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè íå
èãðàþò áîëüøîé ðîëè, êàê ðàç äëÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ òåë ñ ìàëûì îò-
íîøåíèåì rg/R, âíóòðåííåå ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ïðèåìëåìûì ïðèáëèæåíèåì, íî çäåñü ìû åãî îáñóæäàòü íå áóäåì.
6.3.2 Ðåøåíèå Êåððà

Â 1963 ãîäó Ïàòðèê Êåðð íàøåë áîëåå îáùåå âàêóóìíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â êîòîðîå, êðîìå ìàññû, âõîäèò åùå ïàðàìåòð
a, êîòîðîìó ïðîïîðöèîíàëåí ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ âðàùàþ-
ùåãîñÿ òåëà ñ ìàññîéM . Ïðè a = 0 ýòî ðåøåíèå ïåðåõîäèò â ðåøåíèå
Øâàðöøèëüäà [3]:
ds2 =

(
1− rg r

ρ2

)
dt2−ρ

2

∆
dr2−ρ2 dϑ2− w

ρ2
sin2 ϑ dϕ2+2

rg r a

ρ2
sin2 ϑ dϕdt,

(6.10)
ãäå

∆ = r2 + a2 − 2Mr; ρ2 = r2 + a2 cos2 θ;

w = (r2 + a2)ρ2 + 2M r a2 sin2 ϑ.
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6.4 Êîñìîëîãèÿ

Íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà íàóêó XX âåêà îêàçàëî ïîëó÷åííîå â 1922
ãîäó ðåøåíèå À.À. Ôðèäìàíà (1888 � 1925): äèíàìèêà ìèðà â âèäå
òðåõìåðíîé ñôåðû ñ ðàäèóñîì, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè [11]. Êàê è
ïðåäûäóùèå êîñìîëîãè, Ôðèäìàí ðàññìàòðèâàë âåùåñòâî, çàïîëíÿ-
þùåå Âñåëåííóþ, êàê ïûëåâèäíóþ ìàòåðèþ áåç äàâëåíèÿ � �çâåçä-
íóþ ïûëü� � ñ íåêîòîðîé ïëîòíîñòüþ ρ, îïðåäåëÿåìîé ïîëíîé ìàññîé
ýòîé ïûëè M è ðàäèóñîì Ìèðà r. Òàê êàê îáúåì òðåõìåðíîé ñôåðû
ðàâåí 2π2 r3 (1.38), òî ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

ρ =
M

V
=

M

2π2

1
r3
. (6.11)

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè �çâåçäíîé ïûëè� ε = ρ c2.
Èç óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ñóùåñòâåííûì (èç-çà âûñîêîé ñèììåò-

ðèè) îêàçûâàåòñÿ òîëüêî îäíî:
G0

0 =
8π k
c4

ε. (6.12)
Êîìïîíåíòà òåíçîðà Ýéíøòåéíà äëÿ òðåõìåðíîé ñôåðû (ïðè îáî-

çíà÷åíèè òî÷êîé ïðîèçâîäíîé ïî ct)
G0

0 = 6
(
ṙ2

r2
+

1
r2

)
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äèíàìèêè �ðàäèóñà Ìèðà�:

6
(
ṙ2

r2
+

1
r2

)
=

4 kM
π c2

1
r3
, (6.13)

êîòîðîå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:
r (ṙ2 + 1) = rm, rm =

2 kM
3π c2

. (6.14)
Çäåñü rm � ìàêñèìàëüíûé �ðàäèóñ Ìèðà�, ïðîïîðöèîíàëüíûé ïîëíîé
ìàññå âåùåñòâà â íåì. Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èíòåíñèâíî
èçó÷àëîñü åùå â 17-ì âåêå Äåêàðòîì, Ôåðìà, Ãþéãåíñîì. Ðåøåíèå
åãî � öèêëîèäà. Îíî äîâîëüíî ïðîñòî âûãëÿäèò â ïàðàìåòðè÷åñêîì
âèäå:

t =
rm
2 c

(ϕ− sinϕ); r =
rm
2

(1− cosϕ). (6.15)
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Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà ϕ ðàäèóñ ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ
îò íóëÿ äî rm è çàòåì îïÿòü äî íóëÿ çà ïåðèîä 2π, à âðåìÿ ïðè ýòîì
óâåëè÷èâàåòñÿ íà π rm/c.
6.4.1 Êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

Åñòü åùå áîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ Ìèðà,
÷åì ìîäåëü Ôðèäìàíà. Ýòî ìîäåëü Ýéíøòåéíà � äå Ñèòòåðà, â êî-
òîðîé Ìèð ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì åâêëèäîâûì, íî ìàñøòàá ðàññòîÿíèé,
îáùèé äëÿ âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, çàâèñèò îò âðåìåíè:

ds2 = c2dt2 −m2(t)(dx2 + dy2 + dz2).

Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ïðåäåë ðåøåíèÿ Ôðèäìà-
íà (6.15) ïðè rm →∞, ϕ→ 0:

c t

rm
=
ϕ3

12
;

r

rm
=
ϕ2

4
.

Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð ϕ, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ìàñøòàáà îò âðåìåíè
m ∼ r

rm
= k (c t)(2/3);

ṁ

m
=

2
3 t

.

Òåïåðü, íàîáîðîò, èç óðàâíåíèÿ (6.12) ìîæíî íàéòè ïëîòíîñòü ïûëå-
âèäíîé ìàòåðèè:

6
(
ṁ

m

)2

= 6
4

9 t2
=

8π k
c2

ρ0.

ρ0 =
c2

3π k t2
; ρ0m

3 = const. (6.16)
Ïëîòíîñòü, êàê è â çàäà÷å Ôðèäìàíà, ìåíÿåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöè-
îíàëüíî m3. Îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âðåìåíåì t, ïðî-
øåäøèì îò Áîëüøîãî Âçðûâà.

Åñëè æå, êàê è â ñôåðè÷åñêîì ìèðå â êà÷åñòâå ìîäåëè âåùåñòâà
äëÿ ïëîñêîãî ìèðà âçÿòü óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ãàç ñ óðàâíåíèåì
ñîñòîÿíèÿ ε = 3 p, òî óðàâíåíèå äèíàìèêè (6.12) óïðîñòèòñÿ

m2 ṁ2 = a2/4; m2 = a t.
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Ìàñøòàá ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ, íî âðåìÿ ìîæåò áûòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûì!
Ìèð ðàçâèâàåòñÿ íå âäîëü îñè âðåìåíè, à âäîëü ïîëóîñè.

Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà â öåëîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ÎÒÎ æåñòêî
îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ìàòåðèè. Ýòî ïîðîæäàåò ïàðàäîêñ ëèøíå-
ãî ïðîòîíà: ëèøíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ (6.16) ïðîòîí íà êóáè÷åñêèé
ìåòð ïðåâðàùàåò ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî Ýéíøòåéíà � äå Ñèòòåðà â
çàìêíóòûé ñôåðè÷åñêèé ìèð Ôðèäìàíà.

Â òî æå âðåìÿ â ÒÃÂ êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ, èìåÿ, â îáùåì,
òîò æå âèä, ÷òî è â ÎÒÎ, íå ñâÿçàíû ïëîòíîñòüþ âåùåñòâà, òàê êàê
â ÎÒÎ ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè îáÿçàíà áûòü ðàâíîé íóëþ,
à â ÒÃÂ � ýòî äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ,
îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè.

6.5 Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

Â 1918 ãîäó Ýéíøòåéí ïèøåò îäíó èç ñàìûõ çíà÷èòåëüíûõ ðàáîò
�Î ãðàâèòàöèîííûõ âîëíàõ�. Â ýòîé ðàáîòå îí ðàññìîòðåë ëèíåàðè-
çîâàííûå óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïèñàë ñëàáûå âîçìóùå-
íèÿ íà ôîíå ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Â ÷àñòíîñòè, îí
ïîëó÷èë î÷åíü âàæíóþ ôîðìóëó ïîòåðè ýíåðãèè ñèñòåìîé çà ñ÷åò
ãðàâèòàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ.

Ìû ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû áîëåå ïîäðîáíî â ñëåäó-
þùåé ãëàâå.

6.6 ÎÒÎ â ãëîáàëüíîì âðåìåíè

Êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÎÒÎ âñåãäà èñõîäÿò èç ìåòðèêè â âè-
äå:

ds2 = c2 dt2 − γij(x, t) dxi dxj .

Çäåñü êîìïîíåíòà ìåòðèêè g00 = 1 � âðåìÿ ãëîáàëüíîå, � à g0i = 0 �
ñèñòåìà ãëîáàëüíî èíåðöèàëüíàÿ.

Ïðî÷èå ðåøåíèÿ ÎÒÎ òàêæå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ãëîáàëü-
íîìó âðåìåíè. Åñëè èìååòñÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ ìåòðèêà gαβ â ïðîèç-
âîëüíûõ êîîðäèíàòàõ xα, äëÿ ïðèâåäåíèÿ åå ê ãëîáàëüíîìó âðåìå-
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íè íóæíî ïðåîáðàçîâàòü êîîðäèíàòû (òî÷íåå � âûáðàòü òîëüêî íî-
âóþ âðåìåíí�óþ êîîðäèíàòó τ = c t) òàê, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå
g00 = 1. Ïî çàêîíàì ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðà

ḡ00 = gαβ
∂τ

∂xα
∂τ

∂xβ
= 1. (6.17)

Íî ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà τ îêàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ãàìèëüòîíà � ßêîáè äëÿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ñâîáîäíî ïàäàþùèõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ëàáîðàòîðèé), îáùèì ñîáñòâåííûì âðåìåíåì
êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ t. Òàêèì îáðàçîì, â ãëîáàëüíîì âðåìåíè ðåà-
ëèçóåòñÿ ôèçè÷åñêèé ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèâÿçûâàþùèé
èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó ê ñâîáîäíî ïàäàþùåé ëàáîðàòîðèè, îäíàêî â
îòëè÷èå îò ëèôòà Ýéíøòåéíà, ýòèõ ëàáîðàòîðèé ìíîæåñòâî è âðåìÿ
â íèõ ñèíõðîíèçèðîâàíî. Òåì ñàìûì ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè èç
ëîêàëüíîãî ïðåâðàùàåòñÿ â ãëîáàëüíûé.

6.6.1 Ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà â ãëîáàëüíîì âðå-
ìåíè

Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì ê ãëîáàëüíîìó âðåìåíè t ìåòðèêó Øâàð-
öøèëüäà (ñ âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé t̃):

ds2 =
(

1− 2M
r

)
dt̃2 − dr2

1− 2M
r

− r2(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2). (6.18)

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà - ßêîáè äëÿ âûäåëåíèÿ ãëîáàëüíîãî âðå-
ìåíè çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû îáðàòíîé ìåòðèêè:

1
U

(
∂t

∂t̃

)2

− U

(
∂t

∂r

)2

− 1
r2

((
∂t

∂ϑ

)2

+
1

sin2 ϑ

(
∂t

∂ϕ

)2
)

= 1,

ãäå
U = 1− 2M

r
.

Êâàäðàò ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

L2 =
(
∂t

∂ϑ

)2

+
1

sin2 ϑ

(
∂t

∂ϕ

)2
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ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé íà õàðàêòåðèñòèêàõ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ L2 = l2 = const, òàê æå êàê è

ε =
∂t

∂t̃
,

ïðè ýòîì, ïðèíèìàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè t = t̃, ïîëó÷àåì
1
U
− U

(
∂t

∂r

)2

− l2

r2
= 1.

×òîáû ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîêðûâàëî
âñå ïðîñòðàíñòâî � äîõîäèëî äî òî÷êè r = 0, êîíñòàíòà l2 äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òî åñòü t íå äîëæíî çàâèñåòü íè îò ϑ, íè îò ϕ.
Òîãäà

∂t

∂r
=
√

1− U

U
=

1
U

√
2M
r

≡ u; dt̃ = dt− u dr.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ìåòðèêó Øâàðöøèëüäà (6.18), ïîëó÷à-
åì âíåøíþþ ìåòðèêó òÿãîòåþùåé ìàññû â ãëîáàëüíîì âðåìåíè

ds2 =
(

1− 2M
r

)
dt2+2

√
2M
r
dtdr−dr2−r2(dϑ2+sin2 ϑdϕ2). (6.19)

Ýòî âûðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî èç ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà â 1921
ãîäó Ïýíëåâå [7].

Ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âûðàæåíèÿìè ãðîìàäíàÿ ðàçíèöà: â (6.19) t
� ýòî ãëîáàëüíîå âðåìÿ, â òî âðåìÿ êàê â (6.18) ïåðåìåííàÿ t̃ � ïðîñòî
ôîðìàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, íàäåëåííàÿ ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì ëèøü â
àñèìïòîòèêå ïðè r →∞, íî çàòî ìåòðèêà äèàãîíàëüíà. Ýòà ðàçíèöà
ïðîÿâëÿåòñÿ â ãåîìåòðèè òðåõìåðíûõ ñå÷åíèé t = const (ïðîñòðàí-
ñòâà). Â (6.19) ýòî ïëîñêîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, â òî âðåìÿ êàê
â (6.18) òàêèå ñå÷åíèÿ èìåþò îñîáåííîñòü íà ñôåðå r = rg, âíóòðèêîòîðîé ñå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâûì.
6.6.2 Ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà â ãëîáàëüíîé èíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìå

Èíòåðåñíî â ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà ïåðåéòè â ãëîáàëüíóþ èíåð-
öèàëüíóþ (ñèíõðîííóþ) ñèñòåìó. Äëÿ ýòîãî íóæíî òåïåðü ïðîâåñòè
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çàâèñÿùåå îò âðåìåíè ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò
x̃j(x, t), ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû ìåòðèêè
g0i ≡ V i:

g̃0i =
∂x̃i

∂t
g00 +

∂x̃i

∂xj
g0j = 0;

∂xj

∂t
|x̃j=const = −V i.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîò ïðîöåññ íà ïðèìåðå ìåòðèêèØâàðöøèëü-
äà - Ïýíëåâå, ãäå íóæíî ïðîâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå ðàäèóñà ñ çàâèñè-
ìîñòüþ îò âðåìåíè r(R, t):

d r

d t
= V r = −

√
2M/r;

√
r dr = −

√
2M dt;

r(R, t) = (R3/2 −
√

(9/2)M t)2/3,

÷òî ïðèâîäèò ê ìåòðèêå â ñèíõðîííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ìîäèôè-
öèðîâàííàÿ ìåòðèêà Ëåìåòðà � ñì. [3]):

ds2 = dt2 − RdR2

(R3/2 −
√

(9/2)M t)2/3
−

− (R3/2 −
√

(9/2)M t)4/3 (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2) = (6.20)
= dt2 − R

r(R, t)
dR2 − r2(R, t)(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2).

Âðåìÿ çäåñü òî æå, ÷òî è â ñòàöèîíàðíîé ìåòðèêå (6.19) � ãëîáàëü-
íîå, � è ñå÷åíèå t = const, êàê è â ìåòðèêå (6.19), â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè � ïëîñêîå, ÷òî î÷åâèäíî ïðè t = 0, à â äðóãèå ìîìåíòû âðå-
ìåíè òðåáóåò ïðîâåðêè. Ýòî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî: â ìåòðèêå
(6.20) ñå÷åíèå t = 0 ïëîñêîå, à ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîâîäèòñÿ òîëüêî
çàìåíà ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ýòî è î÷åíü âàæíî: ïðîñòðàí-
ñòâî (òðåõìåðíîå) îñòàåòñÿ ñàìèì ñîáîé (ïëîñêèì åâêëèäîâûì) ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè, íåñìîòðÿ íà äèíàìè÷íîñòü ìåòðèêè.
6.6.3 Ìåòðèêà Êåððà â ãëîáàëüíîì âðåìåíè

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà � ßêîáè äëÿ ìåòðèêè Êåððà (6.10) â êî-
îðäèíàòàõ Áîéåðà - Ëèíäêâèñòà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
[3]:

1
ρ2

(
(r2 + a2)2

∆
− a2 sin2 θ

)(
∂τ

∂t

)2

− ∆
ρ2

(
∂τ

∂r

)2

− 1
ρ2

(
∂τ

∂θ

)2

−
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1
∆ sin2 θ

(
1− 2Mr

ρ2

)(
∂τ

∂ϕ

)2

+
4Mar

ρ2∆
∂τ

∂t

∂τ

∂ϕ
= 1, (6.21)

ãäå ∆ = r2 + a2 − 2Mr; ρ2 = r2 + a2 cos2 θ.
Òàê êàê êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íå çàâèñÿò îò t è ϕ, òî ñîïðÿ-

æåííûå èì èìïóëüñû åñòü êîíñòàíòû:
τ = εt+ lϕ+ f(θ, r).

Èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ τ ñ t íà áåñêîíå÷íîñòè íóæíî, ÷òîáû ε = 1.
Ñëàãàåìîå ñ êâàäðàòîì l = ∂τ/∂ϕ ñîäåðæèò â çíàìåíàòåëå sin2 θ,
è äëÿ èçáåæàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèíãóëÿðíîñòè íóæíî ïîëîæèòü
l = 0. Óìíîæèâ ïðè ýòîé ïîäñòàíîâêå (6.21) íà ρ2, ïîëó÷èì
(r2 + a2)2

∆
− a2 sin2 θ −∆

(
∂τ

∂r

)2

−
(
∂τ

∂θ

)2

− r2 − a2 + a2 sin2 θ = 0.

Ñîêðàùàÿ ñëàãàåìûå ñ sin2 θ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè, íå çàâèñÿùèìè îò θ, ÷òî âìåñòå ñ óñëîâèåì íà áåñêîíå÷íîñòè
îïðåäåëÿåò íåçàâèñèìîñòü τ îò θ, òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

τ = t± u(r); u(r) =

√
2Mr(r2 + a2)

∆
. (6.22)

Ïîäñòàíîâêà dt = dτ + u dr ìåíÿåò êîìïîíåíòû ìåòðèêè

ḡ00 = 1; g0r = V r =

√
2Mr(r2 + a2)

ρ2

è ïðèâîäèò ïðîñòðàíñòâåííîå ñå÷åíèå τ = const ê ìåòðèêå
γθθ = ρ2 γrr =

ρ2

∆
+

2Mr(r2 + a2)(2Mr − ρ2)
ρ2 ∆2

; (6.23)

γrϕ =

√
2Mr(r2 + a2)

ρ2

2Mar

∆
sin2 θ;

γϕϕ =
(
r2 + a2 +

2Mr

ρ2
a2 sin2 θ

)
sin2 θ

ñ äåòåðìèíàíòîì âñþäó ïîëîæèòåëüíûì
det(γij) = ρ4 sin2 θ. (6.24)
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Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñþäó èìååò ëîêàëüíî åâêëèäîâ
òèï, â òî âðåìÿ êàê â êîîðäèíàòàõ Áîéåðà - Ëèíäêâèñòà ïðè ðàäèóñàõ
ìåíüøèõ ãðàâèòàöèîííîãî (∆ = 0) ïðîñòðàíñòâåííîå ñå÷åíèå t =
const ñòàíîâèòñÿ ëîêàëüíî ïñåâäîåâêëèäîâûì.

Ìåòðèêó (6.10) ìîæíî óïðîùàòü äàëåå, ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò, íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèåì
óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ̃ = ϕ + f(r) ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü ìåòðèêè
ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü.

γ11 =
(ρ2)2

w
; γ22 = ρ2; γ33 =

w

ρ2
sin2 ϑ; (6.25)

w = (r2 + a2)ρ2 + 2M r a2 sin2 ϑ,

Ýòà ìåòðèêà èìååò ñèíãóëÿðíîñòü òîëüêî ïðè ρ2 = 0.
Ïðè ýòîì îòëè÷íû îò íóëÿ óãëîâàÿ è ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå

ïîëÿ àáñîëþòíîé ñêîðîñòè

V ϕ = −2 aM r

w
; V r =

√
2M r(r2 + a2)

ρ2
, (6.26)

6.7 Ïðèâåäåíèå ê ãëîáàëüíîìó âðåìåíè

Â ÎÒÎ, ïî âîçìîæíîñòè, ïðåäïî÷èòàåòñÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ äèàãî-
íàëüíàÿ ìåòðèêà. Ïåðåõîä ê äèàãîíàëüíîé ÷åòûðåõìåðíîé ìåòðèêå
çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè ìîæåò áûòü ïîëåçåí è äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ÒÃÂ êàê ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé ïðèåì.

Ïðèâåäåì îáùèå ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ äèàãîíàëüíîé ñòàòè÷åñêîé
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ìåòðèêè ÎÒÎ

ds2 = a dt̃2 − b dr2 −R2(r) (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2) (6.27)
ê ãëîáàëüíîìó âðåìåíè çàìåíîé äèàãîíàëüíîãî âðåìåíè t̃ = t+Φ(r):

ds2 = a(dt+ f dr)2 − b dr2 = a dt2 + 2 a f dt dr − (b− a f2) dr2 =

= (1− g V 2) + 2 g V − g dr2.

Çäåñü g � íîâûé ýëåìåíò γrr.
a = 1− g V 2; a f = g V ; g = b− aV 2.
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Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì:
g = a b; V 2 =

1− a

a b
; g V =

√
a b (1− a).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòðèêà (6.27) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó â
ãëîáàëüíîì âðåìåíè:
ds2 = a dt2 + 2

√
a b (1− a) dt dr − a b dr2 −R2(r) (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2).

(6.28)
Òàê êàê â ïðåîáðàçîâàííîé ìåòðèêå ñóùåñòâóåò êâàäðàòíûé êî-

ðåíü, ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì, è íå
êàæäàÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ ìåòðèêà ÎÒÎ ìîæåò áûòü ïåðå-
âåäåíà â ãëîáàëüíîå âðåìÿ.

6.8 Òåõíèêà ÀÄÌ

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ýòàïîâ â îïèñàíèè äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà
- âðåìåíè â ÎÒÎ ÿâèëàñü ñåðèÿ ðàáîò Àðíîâèòòà, Äåçåðà è Ìèçíå-
ðà 1959 ãîäà [6], ãäå â ÿâíîì âèäå âûäåëåíà ïåðåìåííàÿ âðåìåíè è
ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè â ÎÒÎ ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïîíåíòû òðåõìåðíîé ìåòðèêè.

Îíè ïðåäñòàâèëè äåñÿòü êîìïîíåíò ÷åòûðåõìåðíîãî ìåòðè÷åñêî-
ãî òåíçîðà ÷åðåç øåñòü êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γij , òðåõ-ìåðíûé âåêòîð V i (â îáîçíà÷åíèÿõ ÒÃÂ) è ôóíêöèþ õîäà âðåìåíè
f(x, t):

g00 = f2 − γijV
iV j ; g0i = γijV

j ; gij = −γij . (6.29)
Êîìïîíåíòû îáðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

g00 =
1
f2

; g0i =
V i

f2
; gij =

V iV j

f2
− γij . (6.30)

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ Ãèëüáåðòà

δS = −
∫ (

G00 δf +G0i δV
i +

1
2
Gij δγij

)
√
γ f d3x dt. (6.31)
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Îáùåé êîâàðèàíòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâî íóëþ âàðèàöèè
ïî âñåì ïîëÿì: åñëè âàðèàöèþ ïî êàêîìó-ëèáî ïîëþ îñòàâèòü íå ðàâ-
íîé íóëþ (íàñ èíòåðåñóåò ïîëå f), òî ïîñëå îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò ýòî ïðèâåäåò ê íåðàâåíñòâó íóëþ âñåõ âàðèàöèé.

Â ÒÃÂ êîìïîíåíòà g00 = 1 âñåãäà è âåçäå � ýòî ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëÿþùàÿ õîä ãëîáàëüíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó îíà íå ìîæåò âàðüè-
ðîâàòüñÿ, è ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óìíîæàåòñÿ íà ýòó âàðèàöèþ, ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíîé. Ýòî è åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè (3.17).

Òîëüêî êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâåííîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γijÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè, èìåþùèìè ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû πij , à
íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìåòðèêè g0i ≡ V i (â ÒÃÂ � ïîëå àáñîëþò-
íûõ ñêîðîñòåé) âõîäÿò â ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè

µij =
1
2 c

(γ̇ij + Vi;j + Vj;i), (6.32)
ÀÄÌ-ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîñòèêîì îò ÎÒÎ ê ÒÃÂ: äîñòà-

òî÷íî ïîëîæèòü f = 1, δf = 0. Íî â ÎÒÎ ýòîìó ìåøàåò îáùàÿ êîâà-
ðèàíòíîñòü: ïîñëå îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â íîâîì ÀÄÌ-
ðàçáèåíèè f îïÿòü îêàæåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò è âðåìåíè. ×òîáû
ñîõðàíèòü f = 1, íóæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîîðäè-
íàò, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, íî íå çàòðàãèâàòü ïðåîáðàçîâàíèå âðå-
ìåíè. Îäíàêî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòîò ìîñòèê ôîðìàëüíûé,
íà óðîâíå óðàâíåíèé. Ôèçè÷åñêè ÒÃÂ èñõîäèò èç èäåè ïðîñòðàíñòâà,
êàê ìàòåðèàëüíîãî íîñèòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ è ãëîáàëüíîãî
âðåìåíè, êàê ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèÿ âñåõ äåñÿòè êîìïîíåíò, îïðåäåëÿþùèõ
÷åòûðåõìåðíóþ ìåòðèêó â (6.31), ïðèâîäèò ê îñíîâíîìó îòëè÷èþ
ôîðìóë ÎÒÎ îò ôîðìóë ÒÃÂ: âàðèàöèÿ ïî f ïðèâîäèò ê äîïîëíè-
òåëüíîìó ïî ñðàâíåíèþ ñ äåâÿòüþ óðàâíåíèÿìè ÒÃÂ óðàâíåíèþ

H = 0. (6.33)
Ïëîòíîñòü ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà � ïðîñòðàíñòâà è âåùåñòâà ïîë-
íîñòüþ ðàâíà íóëþ, è ïîýòîìó ñàì ãàìèëüòîíèàí ðàâåí íóëþ.

Ðåøåíèÿ ÎÒÎ, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþò ïîäìíîæåñòâî âñåõ
ðåøåíèé ÒÃÂ ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè âñþäó ðàâíîé íóëþ.
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6.9 ÎÒÎ è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ

Ñïàñåíèå âîçíèêøåé â òåîðèè ïðîáëåìû êîñìîëîãè÷åñêîé ñèí-
ãóëÿðíîñòè ìíîãèå èññëåäîâàòåëè âèäÿò â êâàíòîâîé òåîðèè: ïðè
ìàëûõ ìàñøòàáàõ íåëüçÿ íå ó÷èòûâàòü êâàíòîâûå ýôôåêòû, êîòî-
ðûå ìîãóò ïðåäîòâðàòèòü êîëëàïñ â íóëåâîé ìàñøòàá, êàê â îáû÷íîé
êâàíòîâîé ìåõàíèêå àòîìà âîäîðîäà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðèâî-
äèò ê âîëíîâûì ïàêåòàì ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íóëåâîãî
ðàññòîÿíèÿ ýëåêòðîíà îò ÿäðà.

Îäíàêî êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè î÷åíü íå ïîâåçëî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ äðóãèìè ïîëÿìè. Èñõîäíûì ôèçè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

i ~
dΨ
d t

= H Ψ. (6.34)
Îäíàêî ðàâåíñòâî íóëþ ãàìèëüòîíèàíà â ÎÒÎ íå äîïóñêàåò îïèñà-
íèÿ êâàíòîâîé äèíàìèêè íà îñíîâå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà.

6.9.1 Óðàâíåíèå Óèëåðà � äå Âèòòà

Ãàìèëüòîíèàí (3.17) êâàäðàòè÷åí ïî èìïóëüñàì è óðàâíåíèå
H Ψ = 0

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì óðàâíåíèåì â âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò ìåòðèêè. Ýòî óðàâíå-
íèå � çà íåèìåíèåì ëó÷øåãî � è áûëî ïðîâîçãëàøåíî êàê îñíîâíîå
óðàâíåíèå êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ïîä íàçâàíèåì óðàâíåíèÿ
Óèëåðà � äå Âèòòà

H Ψ =

(∫ (2πijπ
j
i − (πii)

2

√
γ

− 1
2
R
√
γ

)
d3x

)
Ψ = 0, (6.35)

ãäå πij îïðåäåëÿåò âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî òðåõìåðíîìó ìåò-
ðè÷åñêîìó òåíçîðó

πkj Ψ =
~
i

δΨ
δγkj

.
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Ýòî óðàâíåíèå íå îïèñûâàåò êâàíòîâóþ äèíàìèêó, Ψ íå ÿâëÿåòñÿ
ðàçâèâàþùèìñÿ âî âðåìåíè âåêòîðîì êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðå-
äåëÿþùèì âåðîÿòíîñòè ïðîöåññîâ. Íî åñëè óðàâíåíèå íàïèñàíî, òî
ñ íèì âîçìîæíû îïðåäåëåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå äåéñòâèÿ, êîòîðûå è
èìåíóþòñÿ ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèåé.



Ãëàâà 7

Ïðèáëèæåíèÿ

Ãðîìàäíûé ìíîæèòåëü c4/16π k, ñòîÿùèé ïåðåä äåéñòâèåì ïðî-
ñòðàíñòâà, ïðèâîäèò ê êîëîññàëüíûì ýíåðãèÿì, åñëè ïðîñòðàíñòâî
äåôîðìèðóåòñÿ. Îäíàêî â ìàëîì ëþáîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîñêèì è â ìàëûõ ìàñøòàáàõ (òàêèõ êàê Ñîëíå÷íàÿ ñèñòå-
ìà) ïðîñòðàíñòâî ïðèáëèæåííî ìîæíî ïîëàãàòü ïëîñêèì. Ýòî è åñòü
ãëàâíàÿ îòïðàâíàÿ òî÷êà ïðèáëèæåííîãî ïîäõîäà â ÒÃÂ.

7.1 Íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå

Â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå è äèíàìèêà ÷à-
ñòèö îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîëåì àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé V(r). Åñëè
èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà
(åäèíè÷íîé ìàññû) èìååò ëàãðàíæèàí

L =
(ṙ−V(r))2

2
. (7.1)

Èìïóëüñ
p =

∂L

∂ṙ
= ṙ−V(r)

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü
ṙ = p + V(r)

129
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è äàëåå � ãàìèëüòîíèàí
H = p ṙ− L =

p2

2
+ Vp =

(ṙ−V(r))2

2
+ ṙ V(r)−V2(r) =

ṙ2

2
− V2(r)

2
=

ṙ2

2
+ φ(r), (7.2)

ãäå îáîçíà÷åíî
φ(r) = −V(r)2

2
, (7.3)

òàê êàê V(r) � çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ.
Ãàìèëüòîíèàí (7.2), âûâåäåííûé äëÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî àá-

ñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû ñ ëàãðàíæèàíîì

Lc =
ṙ2

2
− φ(r),

ãäå φ(r) çàäàííûé âíåøíèé (ãðàâèòàöèîííûé) ïîòåíöèàë.
Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ýòîò ïîòåíöèàë

íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
∆φ = 4π k ρ. (7.4)

Äâèæåíèå òåëà â ãðàâèòàöèîííîì ïîòåíöèàëå φ(r) îòíîñèòåëüíî
íàøåé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíî ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ
â çàäàííîì ïîëå ñêîðîñòåé â íèçøåì ïðèáëèæåíèè.

7.2 Ïðèáëèæåíèå ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïîêà ìû ïîëàãàåì ïðîñòðàíñòâî ïëîñêèì, åäèíñòâåííîé ïîëåâîé
ïåðåìåííîé ãðàâèòàöèè îêàçûâàåòñÿ ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé ïðî-
ñòðàíñòâà V(r). Ðàñïèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè â ýòîì ïðèáëèæå-
íèè: ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî, íî ïðèñóòñòâóåò ïîëå àáñîëþòíûõ ñêî-
ðîñòåé.

Ïîëå ñêîðîñòåé âõîäèò òîëüêî â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðîñòðàí-
ñòâà. Òàê êàê äàëüíåéøèå ñâÿçè ìû âûâîäèì òîëüêî èç êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, òî âðåìåííî áóäåì ïîëàãàòü ñòîÿùèé ïåðåä íåé ìíîæèòåëü
ðàâíûì åäèíèöå. Ïðîåêöèÿ ëèíåéíûõ ïî ïîëþ ñêîðîñòåé óðàâíåíèé
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ñâÿçè íà ñàìî ïîëå ñêîðîñòåé êâàäðàòè÷íî ïî ñêîðîñòè. Èç-çà òîãî,
÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, âñå èí-
äåêñû ìû ìîæåì ïèñàòü ñíèçó:

ll = Vi
∂T

∂Vi
=

1
4

(Vi ∆Vi − Vi ∂i µ); µ = ∂iVi.

Èç ñâåðòêè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé
sp = δij

δ T

δγij
|γij=δij

= −3T − 2µ2 − 2Vi ∂i µ

ìîæíî âûðàçèòü Vi ∂i µ.
∆
(

V2

2

)
=

1
2
T +

(rotV)2

2
+ (4 ll − sp

2
). (7.5)

Â âàêóóìå ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà ðàâíà íóëþ.

7.3 Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (7.5). Â ïðèáëèæåíèè ÎÒÎ è ïëîñêîãî
ïðîñòðàíñòâà

T +
8π k
c4

ε = 0; T = −8π k
c4

ε,

ãäå ε � ïëîòíîñòü ýíåðãèè âñåõ ïðî÷èõ ïîëåé. Îáîçíà÷àÿ −V 2(r)/2 ≡
φ(r) è ïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óðàâíåíèÿ ñâÿçè è äèíàìèêè, èç (7.5)
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ïîòåíöèàë:

∆φ = 4π k
ε

c2
− (rotV)2

2
≈ 4π k ρ− (rotV)2

2
. (7.6)

Âèõðåâîå ïîëå ñêîðîñòåé äàåò îòðèöàòåëüíóþ äîáàâêó ê êëàññè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà.

7.4 Ñëàáûå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

Îäíàêî íà ôîíå ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíî íå òîëüêî íà-
ëè÷èå ïîëÿ ñêîðîñòåé, íî è ìàëûõ îòêëîíåíèé ìåòðèêè îò ìåòðèêè
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åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðèâîäÿùåå ê âîëíîâûì ÿâëåíèÿì � ãðàâè-
òàöèîííûì âîëíàì.

Êëàññè÷åñêîé ðàáîòîé ïî îïèñàíèþ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ÿâëÿ-
åòñÿ ðàáîòà Ýéíøòåéíà 1918 ãîäà, â êîòîðîé îí, åñòåñòâåííî, ïîëüçî-
âàëñÿ óðàâíåíèÿìè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êîòîðûå, îäíàêî,
ÿâëÿþòñÿ è ïðèáëèæåíèåì îò ÒÃÂ. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ìîìåíòîì
ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïîòåðü ýíåðãèè äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìîé çà ñ÷åò ãðàâèòàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî íà ãðîìàäíûõ ìàñøòàáàõ â âûñøåé ñòåïå-
íè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, òî âïîëíå îïðàâäàííûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âîç-
ìóùåíèé � ðàññìîòðåíèå ìàëûõ îòêëîíåíèé hij îò ìåòðèêè ïëîñêîãî
ïðîñòðàíñòâà γ̄ij :

γij = γ̄ij + hij .

Îïèñàíèå áóäåì âåñòè â ãëîáàëüíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå � V i =
0.

Â îòëè÷èå îò ðàáîòû Ýéíøòåéíà ìû áóäåì çàïèñûâàòü âñå ñîîò-
íîøåíèÿ â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òåì ñàìûì èçáåãàÿ ïðîáëåìó
çàâèñèìîñòè ñîîòíîøåíèé îò âûáîðà êîîðäèíàò, ñóùåñòâåííóþ â ðà-
áîòå Ýéíøòåéíà.

Ïîäúåì è îïóñêàíèå èíäåêñîâ, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îïðå-
äåëÿþòñÿ ìåòðèêîé ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê êàê ó÷åò äîáàâîê îò
ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè) â óðàâíå-
íèÿõ íà äîáàâêè ê ìåòðèêå (òîæå ïåðâûé ïîðÿäîê) ïðèâîäèò ê âåëè-
÷èíàì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, îòáðàñûâàåìûõ â ëèíåàðèçîâàííûõ
óðàâíåíèÿõ.

Òàê êàê òåíçîð êðèâèçíû ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâåí íóëþ, òî
êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåñòàíîâî÷íû � ìîæíî íå çàáîòèòüñÿ
î ïîðÿäêå îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Óðàâíåíèÿ ñâÿçåé
πij =

1
4
(ḣij − γij ḣ); ∇jπji = ∂t(∇j hji − h,i ) = 0,

ãäå h = γijhij = hii � øïóð òåíçîðà âîçìóùåíèé.
hji;j = h, i.

Ïîýòîìó ∇j hji = h,i.Òåíçîð Ðèìàíà � Êðèñòîôôåëÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè:
Rijkl =

1
2
(hil;jk + hjk;il − hik;jl − hjl;ik).
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Òåíçîð Ðè÷÷è

Rik =
γjl

2
(hil;jk + hjk;il − hik;jl − hjl;ik) =

1
2
(h;ik −∆hik).

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
R = γik = Rik =

1
2
(∆h−∆h) = 0.

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà ðàâíà
íóëþ âñëåäñòâèå óðàâíåíèé ñâÿçåé. Ýòîò âûâîä âàæåí íå òîëüêî äëÿ
ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, íî è äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîáëåìû ïëîñêîñòíîñòè
íàøåãî ìèðà.

Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè èìïóëüñû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç
χij = hij − δij h; πij = χ̇ij .

Ëèíåàðèçîâàíííûå óðàâíåíèÿ
χ̈ij −∆χij − δij ∆h+ γik h,ik = 0. (7.7)

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âîëíîâîé õàðàêòåð, îäíàêî ðàçëè÷íûå êîìïî-
íåíòû çäåñü âçàèìíî çàâÿçàíû. Âîçüìåì øïóð ýòîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé è ó÷òåì, ÷òî χ ≡ χii = −2h:

χ̈−∆χii − 3 ∆h+ ∆h = −2 ḧ = 0. (7.8)
Ìû âèäèì, ÷òî øïóð χ èìååò ñîâåðøåííî íå âîëíîâóþ äèíàìèêó

� ýòî óðàâíåíèå êàê ðàç îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü õýááëîâñêîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ìèðà. Ïîýòîìó â ïåðåìåííûõ χij , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíå-
íèÿì ñâÿçè χij;i = 0, íóæíî îòäåëèòü øïóð è âûäåëèòü áåñøïóðîâóþ
÷àñòü, äëÿ êîòîðîé äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëåííû-
ìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè

χ̈ij −∆χij = 0; χij;i = 0; χii = 0. (7.9)
Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ÷èñòî êîíôîðìíóþ ìàëóþ äåôîðìàöèþ

ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Âûäåëèì èç hij øïóð

hij = ζij + δij
h

3
; ζii = 0.
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×èñòî êîíôîðìíàÿ äåôîðìàöèÿ � ðàâåíñòâî íóëþ ζij . Óñëîâèÿ
ñâÿçåé

∇i (hij − γij h) = ∇i(ζij −
2
3
δij h) = 0

ïðè ζij = 0 ( ÷èñòî êîíôîðìíàÿ äåôîðìàöèÿ) ïðèâîäÿò ê h,j = 0
� îäèíàêîâîñòè ìàñøòàáà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Êîíôîðìíàÿ äèíà-
ìèêà âîçìîæíà òîëüêî êàê åäèíàÿ äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà â öåëîì.
Çàâèñèìîñòü êîíôîðìíîãî ôàêòîðà îò êîîðäèíàò (íåîäíîðîäíîñòü)
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äðóãèõ êîìïîíåíò òåíçîðà hij .Áåñøïóðîâûå êîìïîíåíòû (h = 0; hij = ζij) óäîâëåòâîðÿþò âîëíî-
âûì óðàâíåíèÿì

hij = −16πk
c4

Tij , (7.10)
ãäå èç Tij òàêæå âûðåçàåòñÿ áåñøïóðîâàÿ ÷àñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ ñâåòà.

7.5 Èçëó÷åíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí

Ïðè ãàìèëüòîíîâîì èëè ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè ëèíåàðèçîâàííîé
çàäà÷è ëàãðàíæèàí íóæíî ïðåäñòàâèòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
ïî âîçìóùåíèÿì ìåòðèêè. Äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòü ìåòðèêè ñîñòàâëÿþò
âîçìóùåíèÿ, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êâàäðàòè÷íà ïî ñêîðîñòÿì, òà-
êèì îáðàçîì, â êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìåòðèêó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
ïðîèçâîäèòñÿ ñâåðòêà, íóæíî âçÿòü äëÿ ôîíîâîãî ïðîñòðàíñòâà

7.5.1 Ïëîñêàÿ âîëíà

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè x â
âàêóóìå � âñå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò x è t è èñòî÷íèêè îòñóò-
ñòâóþò. Óðàâíåíèå ñâÿçè ñâÿçûâàåò òîëüêî êîìïîíåíòû h1

i :
∂x h

1
i = 0; h1

i = const = 0,

òàê êàê ìû îïèñûâàåì ïåðåìåííûå ïîëÿ. Ïîëÿ ñ íèæíèìè èíäåêñàìè
ñèììåòðè÷íû
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 h11 h12 h13

h12 h22 h23

h13 h23 h33

 =

 0 0 0
0 α β
0 β −α

 ,

ãäå åùå ó÷òåíî ðàâåíñòâî íóëþ øïóðà hii = 0.
Ôóíêöèè hij ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, ÷òî â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ â âèäå:
α = α1(x− c t) + α2(x+ c t); β = β1(x− c t) + β2(x+ c t).

Ïåðâûå ñëàãàåìûå îïðåäåëÿþò âîëíó, áåãóùóþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà
íàïðàâî, à âòîðûå � íàëåâî. Òàê êàê èíäåêñû 2 è 3 óêàçûâàþò íà íà-
ïðàâëåíèÿ, ïîïåðå÷íûå íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, è òàê
êàê èõ äâà, òî ãðàâèòàöèîííûå âîëíû îêàçûâàþòñÿ ïîïåðå÷íî - ïî-
ïåðå÷íûìè.

Âñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé è ñëåäóþùåãî îòñþäà ïðèíöè-
ïà ñóïåðïîçèöèè êàæäîå ñëàãàåìîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñè-
ìî.

7.5.2 Èçëó÷åíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí

Çäåñü ìû ñëåäóåì ðàáîòå Ýéíøòåéíà [14]. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-
íèè âû÷èñëåíèÿ â ÒÃÂ è ÎÒÎ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû.

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7.10) òî÷íî ðåøàåòñÿ â
çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëàõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó, â êîòî-
ðîé ïðîèñõîäÿò êàêèå-òî äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòÿìè, ìíîãî ìåíüøèìè
ñêîðîñòè ñâåòà, è èçó÷èì ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (âîçìóùåíèÿ ìåòðè-
êè) íà ðàññòîÿíèè, ìíîãî áîëüøåì ðàçìåðîâ ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà
ðåøåíèå â çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëàõ ìîæíî óïðîñòèòü:

hαβ(r, t) = − 1
4πR

∫
Tαβ d3x

′|t′=t−R
c
; R = |r′ − r|. (7.11)

Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ ïîïåðå÷íîñòè â ëþáîì íàïðàâëåíèè èçëó÷àþòñÿ
âîëíû, èìåþùèå äâà ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñà.

Èç òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà:
xi(∂0T

00 + ∂kT
k0) = 0 = ∂0(xiT 00) + ∂k(T k0xi)− T i0,
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îòêóäà
T i0 = ∂0(xiT 00) + ∂k(T k0xi).

Äàëåå
xi(∂0T

0j + ∂kT
kj) = 0 = ∂0(xiT 0j) + ∂k(T kjxi)− T ij ,

îòêóäà
T ij = ∂0(xiT 0j) + ∂k(T kjxi) = ∂2

0(xixjT 00) + ∂k(T kjxi).

×ëåíû ñ ÷àñòíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè ïåðåõîäÿò â ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, êîòîðûå, åñëè ãðàíè-
öà äîñòàòî÷íî óäàëåíà îò èçëó÷àþùåé ñèñòåìû, îáðàùàþòñÿ â íóëü
è â ôîðìóëå (7.11) îñòàåòñÿ ÷àñòü ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè èíäåêñàìè,
â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé ñòîèò èíòåãðàë

T ij =
d2

dt2

∫
xixjρdV.

Òàê êàê hµµ = 0, òî è â ïðàâîé ÷àñòè äîëæåí ñòîÿòü áåñøïóðîâûé
òåíçîð � òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà

Dij =
∫

(3xixj − r2δij)dm .

Îêîí÷àòåëüíî,
hij(r, t) =

2k
3Rc4

D̈ij |t′=t−R
c
. (7.12)

7.5.3 Ïîòåðÿ ýíåðãèè çà ñ÷åò ãðàâèòàöèîííîãî èç-
ëó÷åíèÿ

Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî èìååòñÿ âåêòîð Êèëëèíãà ñäâèãà ïî
âðåìåíè ξα ñ êîìïîíåíòàìè (1,0,0,0) è ýíåðãèÿ íåêîòîðîé çàìêíóòîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, âðàùàþùåéñÿ äâóõêîìïîíåíòíîé
çâåçäíîé ñèñòåìû) ñîõðàíÿåòñÿ:

∇α(Tαβξβ) = 0.

Ïðè âîçìóùåíèè ìåòðèêè ξ ïåðåñòàåò áûòü âåêòîðîì Êèëëèíãà:
∇iξj +∇jξi = −2Γ0

ij ,
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÷òî íàðóøàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
∇α(Tαβξβ) = TαβΓ0

αβ . (7.13)
Èç óðàâíåíèÿ

h
(s)
ij = −16πk

c4
u(s)kl
ij Tkl, s = 1, 2. (7.14)

Çäåñü Tkl � òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà èçëó÷àþùåé ñèñòåìû; èíäåêñ
s ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 èëè 2 � îäíî èç äâóõ ïîïåðå÷íî - ïîïåðå÷íûõ
ïîëÿðèçàöèé. Åñëè âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè x, òî îòëè÷íû
îò íóëÿ êîìïîíåíòû hαβ , ïðîïîðöèîíàëüíûå åäèíè÷íûì êîìïîíåí-
òàì äâóõ ïîïåðå÷íî - ïîïåðå÷íûõ ïîëÿðèçàöèé:

e
(1)
22 = −e(1)33 = 1; e

(2)
23 = e

(2)
32 = 1,

à âñå äðóãèå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ.
u(s)kl
ij =

1
2
e
(s)
ij e

(s)kl

� ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð â äàííóþ ïîëÿðèçàöèþ. Îí óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè:

u(s)kl
ij u(t)mn

kl = δ(st) u(s)mn
ij .

Äëÿ ñìåøàííîãî, íåïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ òàêæå ââåäåì ïðî-
åêöèîííûé îïåðàòîð:

uklij = u(1)kl
ij + u(2)kl

ij ,

òàê ÷òî îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî êîìïîíåíòû h22 = −h33 è h23

δΓ0
ij = −1

2
ḣij ,

è èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè B, åñëè íà åå ãðàíèöå δB òåíçîð ýíåðãèè
- èìïóëüñà ìàòåðèè îáðàùàåòñÿ â íóëü, (7.13) òî
dE
dt

= −
∫
B
T klδΓ0

kld3x =
1
2

∫
B
T klḣkld3x = − c4

32πk

∫
B

hkluijkl ḣijd3x =

− c2

64πk
d

dt

∫
B
ḣkl uklij ḣijd3x+

c4

64πk

∫
B

∆hkl uklij ḣijd3x.
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Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:
d

dt

(
E +

c4

64πk

∫
B
uklij( 1

c2
ḣklḣij + ∂mhkl∂mhij)d3x

)
=

c4

32πk

∮
δB
uklij ḣkl∂nhijdSn.

Çäåñü â èíòåãðàëå ïî îáúåìó ñîäåðæèòñÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ãðàâè-
òàöèîííûõ âîçìóùåíèé, à ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ñîäåðæèò ïëîò-
íîñòü ïîòîêà ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè.

Âäàëè îò èçëó÷àþùåé ñèñòåìû íà ðàçìåðàõ, ìíîãî ìåíüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî íåå, âîëíû ñòàíîâÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïëîñêèìè, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèìèñÿ ïî ðàäèóñó, è ñëåäîâàòåëüíî,

∂nhkl = −ḣkl/c,

è êîìïîíåíòû hij âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (7.14).
Åñëè ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ

ýíåðãèåé èçëó÷àþùåé ñèñòåìû, òî ïîòåðÿ ýíåðãèè ýòîé ñèñòåìîé âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë:

dE
dt

= − c4

32πk

...

Dkl
...

Dij
cR2

(
2k
3c4

)2

4πR2 < uij,kl >,

ãäå ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü åñòü óñðåäíåííûé ïî âñåì íàïðàâëåíè-
ÿì ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð. Âñëåäñòâèå èçîòðîïíîñòè ôîíîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî îí ìîæåò âûðàæàòüñÿ òîëüêî ÷åðåç åäèíè÷-
íûé (è ìåòðè÷åñêèé) òåíçîð δij ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
a è b:

< uij,kl >= a (δikδjl + δilδjk) + b δijδkl.

Èñïîëüçóÿ ðàññìîòðåííûå âûøå ñâîéñòâà ïðîåêöèîííîãî îïåðàòîðà,
ìîæíî îïðåäåëèòü a è b:

< uii,kl >= 0 = (2a+ 3b)δkl; b = −2
3
a;

< uij,ij >= 2 = a((3 · 3 + 3)− 2
3
3) = 10a; a =

1
5
.

Îòñþäà
dE
dt

= − k

45c5
(
...

Dij)2. (7.15)
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Ýòà ôîðìóëà áûëà âûâåäåíà Ýéíøòåéíîì â 1918 ãîäó [14]. Åñëè èç-
ëó÷àþùàÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñ ÷à-
ñòîòîé ω, òî ýòà ôîðìóëà ïåðåõîäèò â

dE
dt

= − kω6

45c5
(Dij)2.

Çà ñ÷åò ìàëîñòè ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé è c5 â çíàìåíàòåëå ïðè
êàêèõ - ëèáî çåìíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïîòåðè ýíåðãèè çà ñ÷åò ãðàâèòà-
öèîííîãî èçëó÷åíèÿ íè÷òîæíî ìàëû.

Îäíàêî, â àñòðîôèçè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ ýòîò ñëàáûé ýôôåêò íà-
áëþäàåì.

Â 1993 ãîäó Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå áûëà ïðèñóæäåíà Äæ.
Òåéëîðó è Ð. Õàëñó, áîëåå ÷åòâåðòè âåêà íàáëþäàâøèìè çà äâîéíûìè
ïóëüñàðàìè è äîêàçàâøèìè, ÷òî ïîòåðÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäèò â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Ýéíøòåéíà � ïðîïîðöèîíàëüíî ω6.
7.5.4 Èçëó÷åíèå ïî Ýéíøòåéíó è ÒÃÂ

Âåðíåìñÿ ê ðàáîòå Ýéíøòåéíà 1918 ãîäà. Èñïîëüçóÿ áåñêîíå÷íî
ìàëûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, Ýéíøòåéí îáðàòèë â íóëü êîìïî-
íåíòû h00 è h0i, òî åñòü ïî òåðìèíîëîãèè ÒÃÂ ïåðåøåë â ãëîáàëüíóþ
èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó, è äàëüíåéøèå åãî âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóë. Òàê êàê ïëîòíîñòü ãà-
ìèëüòîíèàíà êâàäðàòè÷íà ïî âîçìóùåíèÿì, òî äåñÿòîå óðàâíåíèå
H = 0 â ðàáîòå Ýéíøòåéíà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âûïîëíÿëîñü
àâòîìàòè÷åñêè � â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îí ðàáîòàë òîëüêî ñ äå-
âÿòüþ óðàâíåíèÿìè � óðàâíåíèÿìè ÒÃÂ.



Ãëàâà 8

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, êàê è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ äðóãèõ
ïîëåé, íàïðèìåð, êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, ñòðîèòñÿ íà îñíîâå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i~
∂Ψ
∂t

= Ĥ Ψ, (8.1)
îïðåäåëÿþùåãî äèíàìèêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâà (è äðó-
ãèõ ïîëåé) Ψ â ãëîáàëüíîì âðåìåíè.

8.1 Ïëîòíîñòü ýíåðãèè

Ïëîòíîñòü ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ ó÷åòîì ìàòåðèè îòëè÷íà îò
íóëÿ:

H =
2
√
γ

(γikγjl −
1
2
γijγkl)πklπij+

√
γ

(
−1

2

(3)

R +T 0
0 + V iT 0

i

)
− πij(Vi;j + Vj;i). (8.2)

Åñëè âìåñòî êàíîíè÷åñêîé ïàðû (γij , πkl) ââåñòè ïî÷òè êàíîíè-
÷åñêóþ ïàðó (γij , πkl ), ãäå

πkl = γlmπ
km, (8.3)

140
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êîòðîûå íàçîâåì àôèííûìè èìïóëüñàìè, à èç íèõ âûäåëèì åùå øïóð
πll , êîòîðûé êîììóòèðóåò (â ñìûñëå ñêîáîê Ïóàññîíà) ñ êàæäûì àô-
ôèííûì èìïóëüñîì:

πij = qij +
δij
3
π; qii = 0; πii = π, (8.4)

òî â ýòèõ ïåðåìåííûõ (è ïðè V i = 0) ãàìèëüòîíèàí (8.2) âûãëÿäèò
ïðîùå:

H =
1
√
γ

(
2 qijq

j
i −

π2

3

)
−
√
γ

2

(3)

R, (8.5)
ïðè÷åì ìåòðèêà âõîäèò â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òîëüêî ÷åðåç √γ, à
ýòà ïåðåìåííàÿ êîììóòèðóåò ñ qij , êîòîðûå, îäíàêî, äðóã ñ äðóãîì íå
êîììóòèðóþò:{

qij(x), q
k
l (x

′)
}

=
1
2
(δilq

k
j − δkj q

i
l)δ(x− x′). (8.6)

Ýòî � êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ òîêîâ ãðóïïû Sl(3), êîòîðûå
òàêèì îáðàçîì åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ãðà-
âèòàöèè. Íåêîììóòàòèâíîñòü àôôèííûõ èìïóëüñîâ ãîâîðèò î òîì,
÷òî ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíûõ ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ èñ-
êðèâëåííûì (ñì. [15]).

8.2 Êâàíòîâàÿ ìîäåëü Áîëüøîãî Âçðûâà

Êîñìîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû íà ñåðüåçíóþ íàó÷íóþ îñíîâó âñòàëè
ïîñëå ñîçäàíèÿ ÎÒÎ, îñîáåííî ïîñëå ðàáîò À.À. Ôðèäìàíà ïî äèíà-
ìèêå èçîòðîïíîãî ìèðà. Êîñìîëîãè÷åñêèå çàäà÷è ÎÒÎ èçíà÷àëüíî
ôîðìóëèðóþòñÿ â ãëîáàëüíîì âðåìåíè è â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïðîñòî
ïåðåíîñÿòñÿ â ÒÃÂ. Îäíàêî äîïóñòèìîñòü íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ýíåð-
ãèè â ÒÃÂ çíà÷èòåëüíî ïðèáëèæàåò êîñìîëîãè÷åñêèå çàäà÷è ÒÃÂ ê
çàäà÷àì îáû÷íîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ è ðàñøèðÿåò êðóã ðå-
øåíèé. Êðîìå òîãî, íåíóëåâîé ãàìèëüòîíèàí ïîçâîëÿåò îáû÷íûì îá-
ðàçîì � ÷åðåç óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà � ôîðìóëèðîâàòü êâàíòîâûå
çàäà÷è.

Îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ïðèìåðîâ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî
îïèñàíèÿ ìîäåëè Áîëüøîãî Âçðûâà â ÒÃÂ ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì
íèæå.
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8.2.1 Ñôåðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü ôðèäìàíîâ-
ñêîãî òèïà, îäíîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ ñ ïðîñòðàíñòâîì â âèäå òðåõ-
ìåðíîé ñôåðû, ó÷èòûâàþùóþ èç ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà òîëüêî èç-
ìåíåíèå ðàäèóñà r, îäíàêî, â îòëè÷èå îò âàêóóìíîé çàäà÷è ïðåäûäó-
ùåãî ðàçäåëà, çàïîëíåííîãî âåùåñòâîì. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò îáëàñòü ìàëûõ ðàäèóñîâ � Áîëüøîãî Âçðûâà ñ ïðåäåëüíî
ñèëüíî ñæàòûì âåùåñòâîì, ïðåäñòàâëÿþùèì èç ñåáÿ óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêèé ãàç ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ε = 3 p.

Ëàãðàíæèàí èçîýíòðîïíîãî ãàçà ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò
äàâëåíèÿ, âûðàæàåìîãî ôóíêöèåé îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ, â
ñâîþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëÿåìîãî ÷åðåç

µ =
√

(σ̇ + V i∂iσ)2 − γij ∂iσ ∂jσ.

Â îäíîðîäíîì ñëó÷àå µ = σ̇ è ëàãðàíæèàí â åäèíèöå íåèçìåíÿþùå-
ãîñÿ (êîîðäèíàòíîãî) îáú¼ìà ïðîïîðöèîíàëåí ôèçè÷åñêîìó îáúåìó,
ó÷èòûâàþùåìó √γ:

L = p(σ̇) 2π2 r3. (8.7)
Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî σ ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàòåðèè

d

d t
(ρ r3) = 0; ρ =

d p

dµ
. (8.8)

Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè äàâëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî
µ4, ÷òî ñ ó÷åòîì ëàãðàíæèàíà ãðàâèòàöèè äëÿ ýòîé ìîäåëè ïðèâîäèò
ê ïîëíîìó ìîäåëüíîìó ëàãðàíæèàíó:

L = −r (ṙ2 − 1)
2

+ ρ0
σ̇4

4
r3. (8.9)

Èìïóëüñ, êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûé σ, (êîëè÷åñòâî ìàòåðèè â åäè-
íèöå êîîðäèíàòíîãî îáú¼ìà) ïîñòîÿíåí

pr = −r ṙ; pσ = Mr = ρ0 σ̇
3 r3.

Âûðàæàÿ, êàê îáû÷íî, ñêîðîñòè ÷åðåç èìïóëüñû

ṙ = −pr
r

; σ̇ =
1
r

(
pσ
ρ0

)1/3

,
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ïåðåõîäèì ê ãàìèëüòîíèàíó

H = −ṙ pr + σ̇ pσ − L = −p
2
r + r2

2 r
+
q2

2 r
, (8.10)

ãäå q2 õàðàêòåðèçóåò ñîõðàíÿþùååñÿ êîëè÷åñòâî óëüòðàðåëÿòèâèñò-
ñêîé ìàòåðèè.

Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äèíàìèêè ìîæíî ïîñòðîèòü èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

ṙ =
1
r

√
q2 − 2E r − r2. (8.11)

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ðàäèóñà ìåæäó ìàêñèìàëü-
íûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè, îïðåäåëÿåìîãî êîðíÿìè ïîäêîðåí-
íîãî âûðàæåíèÿ.

rmax =
√
e2 + q2 − e. (8.12)

Âòîðîé êîðåíü îòðèöàòåëüíûé, ïîýòîìó â êëàññèêå ðàäèóñ ïðè-
íèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Åñëè q2 6= 0, ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îò-
ðèöàòåëüíîé. Ïð q2 = 0 � ÷èñòî ôðèäìàíîâñêàÿ äèíàìèêà (áåç óëü-
òðàðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè) � ýíåðãèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ëèøü ïðîäåìîíñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü
øðåäèíãåðîâà ïîäõîäà â êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè íà îñíîâå ÒÃÂ.
Ïîýòîìó çäåñü ìû ðàáîòàåì â ïëàíêîâñêîé ñèñòåìå åäèíèö.

8.2.2 Êâàíòîâàÿ ìîäåëü

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàäèóñà ñôåðû r. Îáîçíà-
÷àÿ øòðèõîì ïðîèçâîäíóþ ïî ðàäèóñó, ïîëó÷àåì êîñìîëîãè÷åñêîå
âîëíîâîå óðàâíåíèå (ñèììåòðèçóÿ p2/r):

−
(
u′

r

)′
+
(
−r +

q2

r

)
u = 2E u.

u′′ − u′

r
+ (−r2 + q2)u = 2 r E u. (8.13)
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Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ ðåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà r = 0 è èððåãóëÿðíàÿ
r = ∞, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ êàê âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ îñöèëëÿòîðà

Ae−r
2/2 +B er

2/2.

Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ E êîýôôèöèåíò B îáðàùàåòñÿ â
íóëü � ýòî è åñòü íîðìèðóåìûå ðåøåíèÿ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ. Ôóíê-
öèÿ ðàâíà íóëþ â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè, çíà÷èò â êîíå÷íîé îáëà-
ñòè îíà ìîæåò èìåòü n ýêñòðåìóìîâ. Â óðàâíåíèè (8.13) äâà ïàðà-
ìåòðà: q è e.

Ïðè q2 = 1 âèä ðåøåíèé äëÿ n = 1, 8 ïðèâåäåí íà ãðàôèêàõ.

1 2 3 4 5

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

2 4 6 8 10

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

Ðèñ. 1
Â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ìàñøòàáà âñå ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íû. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ñ r = 0 â ëþáîì
êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ðàâíà íóëþ.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïðè q2 = 0, 1, 10 äëÿ ìà-
ëûõ n

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
n q2 = 0 q2 = 1 q2 = 10
1 -1.3133 -1.0202 2.6765
2 -1.9243 -1.7122 0.564
3 -2.3863 -2.2107 -0.441
4 -2.773 -2.6193 -1.1208
. . . . . . . . . . . .
8 -3.9599 -3.8487 -2.8153
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Õîòÿ âñå ôóíêöèè èçìåíÿþòñÿ ïî ìàñøòàáó r îò íóëÿ äî áåñêî-
íå÷íîñòè, êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò äâå õàðàêòåðíûå îáëà-
ñòè: îáëàñòü êîëåáàòåëüíîãî èçìåíåíèÿ, ãäå ñîñðåäîòî÷åíà îñíîâíàÿ
÷àñòü èíòåãðàëà îò êâàäðàòà ôóíêöèè (îñíîâíàÿ ÷àñòü âåðîÿòíîñòè),
è îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäàíèÿ, ãäå âåëè÷èíà ôóíêöèè áû-
ñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïåðåõîä èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ, êàê ýòî
âèäíî èç óðàâíåíèÿ, ïðîèñõîäèò ïðè rmax (8.12), òî åñòü ñ ðîñòîì n
ïåðâàÿ îáëàñòü ðàñòåò. Â ïåðâîé îáëàñòè èíòåíñèâíîñòü ïîñëåäóþ-
ùèõ ïèêîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè âîçðàñòàåò.

2 4 6 8 10 12 14

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

n=18

Ðèñ. 2

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä â äèíàìèêó ïðè ìàëûõ ðàäèóñàõ â îñíîâ-
íîì äàþò ôóíêöèè ñ ìàëûì n. Íà áîëüøèõ ðàäèóñàõ îñíîâíîé âêëàä
â êâàíòîâóþ äèíàìèêó äàþò ôóíêöèè ñ áîëüøèì n.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ìîãóò ðàâíÿòüñÿ è íóëþ, îäíàêî
ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ êîëè÷åñòâàõ óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêîé ìàòåðèè, è êàæäîìó òàêîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî
îäíà ôóíêöèÿ ñ n ýêñòðåìóìàìè: q2 = 4n.

Êîíå÷íî, ðàññìîòðåííàÿ êâàíòîâàÿ çàäà÷à íå îïèñûâàåò ðåàëü-
íûé Ìèð ïðè ìàëûõ ìàñøòàáàõ, îíà, ñêîðåå, äåìîíñòðèðóåò ñïåöè-
ôèêó êâàíòîâîé ìîäåëè Ìèðà. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííîé òàêîé îñî-
áåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå êâàíòîâîãî è êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèé:
óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè (8.11) èìååò ñâîèì ðåøåíèåì èç-
ìåíåíèå ðàäèóñà r îò îòðèöàòåëüíîãî ðàäèóñà rmin äî ïîëîæèòåëü-
íîãî rmax, à òî÷êà r = 0 íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ òî÷åê â óêà-
çàííîì èíòåðâàëå. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå òî÷êà r = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
òî÷êîé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ïîýòîìó ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ Ìèðà â ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà íóëþ.
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Êâàíòîâàÿ ìîäåëü ïëîñêîãî Ìèðà

Ðàññìîòðèì åù¼ íåêîìïàêòíóþ êâàíòîâóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìî-
äåëü, îäíîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ ñ ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ó÷èòû-
âàþùóþ îò ãðàâèòàöèè òîëüêî èçìåíåíèå ìàñøòàáà. Êàê è â ïðåäû-
äóùåé çàäà÷å, çàïîëíèì ïðîñòðàíñòâî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì ãàçîì
ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ε = 3 p.

dl2 = m(t)2 (dx2 + dy2 + dz2);
√
γ = m3.

Ãàìèëüòîíèàí àíàëîãè÷åí ãàìèëüòîíèàíó ïðåäûäóùåé çàäà÷è, òîëü-
êî îòñóòñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðîñòðàíñòâà:

H = − p2
m

2m
+

1
a2m

, (8.14)
ãäå a � íåêîòîðûé ìàñøòàá, îïðåäåëÿåìûé ïëîòíîñòüþ ìàòåðèè, ê
êîòîðîìó ìû è áóäåì îòíîñèòü âñå ìàñøòàáû, ò. å. äàëåå a = 1.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ìàñøòàáà m. Îáîçíà÷àÿ
øòðèõîì ïðîèçâîäíóþ ïî m, ïîëó÷àåì êîñìîëîãè÷åñêîå âîëíîâîå
óðàâíåíèå: (

u′

2m

)′
+

1
m
u = E u.

u′′ − u′

m
+ 2u = 2mE u. (8.15)

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ ðåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà m = 0 è èððåãóëÿð-
íàÿ m = ∞, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ êàê

Ae−k Em
√
Em +B ek Em

√
Em.

Õàðàêòåð óðàâíåíèÿ (8.15) òàêîé æå, êàê ó óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà äëÿ àòîìà âîäîðîäà (ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì ýíåðãèè): ïðè
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè èìååòñÿ ñïëîøíîé ñïåêòð, à ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ � äèñêðåòíûé.

Ïðè îïðåäåëåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ E êîýôôèöèåíò B
îáðàùàåòñÿ â íóëü � ýòî è åñòü íîðìèðóåìûå ðåøåíèÿ êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ. Ñïåêòð ýíåðãèé òàêèõ ðåøåíèé

En =
3

10n
, (8.16)
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ãäå n îïðåäåëÿåò ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ âîëíîâîé ôóíêöèè.
Âèä ðåøåíèé ïðè n = 1, 4 ïðèâåäåí íà ãðàôèêàõ.

2 4 6 8

0.5

1

1.5

n=1

5 10 15 20

-4

-2

2

n=4
Ðèñ. 3

Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ìàñøòàáà
âñå ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ñîñòîÿíèÿ ñ m = 0 â ëþáîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ðàâíà íóëþ.

Õîòÿ âñå ôóíêöèè èçìåíÿþòñÿ ïî ìàñøòàáó m îò íóëÿ äî áåñêî-
íå÷íîñòè, êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò äâå õàðàêòåðíûå îáëà-
ñòè: îáëàñòü êîëåáàòåëüíîãî èçìåíåíèÿ, ãäå ñîñðåäîòî÷åíà îñíîâíàÿ
÷àñòü èíòåãðàëà îò êâàäðàòà ôóíêöèè (îñíîâíàÿ ÷àñòü âåðîÿòíîñòè),
è îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäàíèÿ, ãäå âåëè÷èíà ôóíêöèè áû-
ñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïåðåõîä èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ, êàê ýòî
âèäíî èç óðàâíåíèÿ, ïðîèñõîäèò ïðè èçìåíåíèè çíàêà Em − 1, òî
åñòü ñ ðîñòîì n ïåðâàÿ îáëàñòü ðàñòåò ëèíåéíî � ïðèáëèçèòåëüíî
êàê 3.3n. Â ïåðâîé îáëàñòè èíòåíñèâíîñòü ïîñëåäóþùèõ ïèêîâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè âîçðàñòàåò:

10 20 30 40 50 60 70

-10

-5

5

10

15

n=21
Ðèñ. 4
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Åù¼ áîëåå ðåçêî âîçðàñòàþò ïëîùàäè ïîñëåäóþùèõ ïèêîâ â êâà-
äðàòå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

5 10 15 20 25

10

20

30

40

50

60

70

n=8
Ðèñ. 5

Çäåñü åù¼ ïîêàçàí õîä ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êëàññè÷åñêîé äè-
íàìèêè, ïðîïîðöèîíàëüíûé

1/ṁ =
m√

1− Em
.

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä â äèíàìèêó ïðè ìàëûõ ìàñøòàáàõ â îñíîâ-
íîì äàþò ôóíêöèè ñ ìàëûì n. Ïðè ýòîì èìåííî ôóíêöèè ñ ìàëûì n
ìåíÿþòñÿ íàèáîëåå áûñòðî. Íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ îñíîâíîé âêëàä â
êâàíòîâóþ äèíàìèêó äàþò ôóíêöèè ñ áîëüøèì n è ìàëûì çíà÷åíèåì
ýíåðãèè, ïîýòîìó äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò ìåäëåííî.

Õàðàêòåðíûì ðåçóëüòàòîì êâàíòîâîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷å-
íèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè: Emax = E1 = 0.3.

8.3 Ïëîñêàÿ àíèçîòðîïíàÿ ìîäåëü

Èçó÷èì òåïåðü êâàíòîâûé âàðèàíò ðàññìîòðåííîé âûøå îäíîðîä-
íîé ìîäåëè ñ ãàìèëüòîíèàíîì (4.39). Âñëåäñòâèå êîììóòàöèè îïåðà-
òîðà B ñ ãàìèëüòîíèàíîì ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ: âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå

ψ = e−
i
~ E tW (r)U(µ, ν, ϑ, ϕ, ψ).

Çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Äëÿ ôóíêöèè W (r) íóæíî ó÷åñòü ìåðó â ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíò
ìåòðèêè:

d6γ = dΩ(µ, ν, ϑ, ϕ, ψ) r5 dr,
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÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
1
r5
d (r5W ′(r))

d r
+
l2

r2
W (r) = EW (r) (8.17)

è äëÿ ôóíêöèè U(µ, ν, ϑ, ϕ, ψ):
1
2

(
3p2
µ + p2

ν +
p2
3

sh2(2ν)
+

p2
1

sh2(µ+ ν)
+

p2
2

sh2(µ− ν)

)
U =

(
4 l
3

)2

U.

(8.18)
Â ãàìèëüòîíèàí íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ ψ, ñëåäîâàòåëüíî, è pψ ÿâ-

ëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Òàê êàê îïåðàòîð P 2 (4.37) êîììóòè-
ðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.18) ñòðîÿòñÿ èç ôóíê-
öèé ßêîáè [9], îïðåäåëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà

L̂2(m, k) =
d 2

d x2
+ ctgx

d

d x
−
(
m− k cosx

sinx

)2

. (8.19)
Çäåñü ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå, èìåþùåå õàðàê-

òåð óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé â íóëå è èððåãó-
ëÿðíîé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â íóëå ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ êàê rβ : β = −2+
√

4− l2. Çäåñü âèäíà
ôèçè÷åñêàÿ ãðàíèöà ìåæäó àíèçîòðîïèåé, îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíîé
l2, ñëàáîé (l2 < 4) è ñèëüíîé (l2 > 4). Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â
îêðåñòíîñòè íóëÿ âåäåò ñåáÿ êàê

dp = ρ dr = W 2 r5 dr ∼ r1+
√

4−l2 .

Ïðè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ïîâåäåíèå ðåãóëÿðíî, ïðè ñëàáîé ïðîèñ-
õîäèò êîëëàïñ.

Íà áåñêîíå÷íîñòè õàðàêòåð ðåøåíèÿ çàâèñèò îò çíàêà ýíåðãèè:
W ∼ r−5/2 e

√
E r.

Ïðè E < 0 ðåøåíèÿ èìåþò ñïëîøíîé ñïåêòð, îñöèëëèðóþò. Ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ ýíåðãèÿõ, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñïåêòð äèñ-
êðåòåí � îòáèðàþòñÿ òîëüêî çàòóõàþùèå ðåøåíèÿ.
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8.4 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïîëåâûì çàäà÷àì, ñðà-
çó ïðåäóïðåäèì, ÷òî êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè çäåñü íå áóäåò
èçëîæåíà. Ìû îòìåòèì ëèøü ñïåöèôèêó êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâè-
òàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàííîé êâàíòîâîé
ýëåêòðîäèíàìèêîé.

• Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîîðäèíàò îïðåäåëåí ëèøü ïîñëå îïðåäåëå-
íèÿ ìåòðèêè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì îáúåêòîì.

• Ãëîáàëüíàÿ íåëèíåéíîñòü êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðè ëèíåéíîñòè
îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âàðèàöèé ìåòðèêè.

• Êðèâèçíà ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìåòðèê.
• Íåêîììóòàòèâíîñòü êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

8.4.1 Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèê

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ãðàâèòàöèè îòëè÷åí îò íóëÿ,
ãàìèëüòîíîâà, à çàòåì è êâàíòîâàÿ òåîðèè ãðàâèòàöèè îêàçûâàþòñÿ
íåòðèâèàëüíûìè, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ èñêðèâëåí-
íûì. Ýòî èñêðèâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè: ëîêàëü-
íîé êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà ìåòðèê â òî÷êå è íåêîììóòàòèâíîñòüþ
êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò.

Ïðè âû÷èñëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â îäíîðîäíîé àíèçîòðîï-
íîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè (4.28) ìû óâèäåëè èíâàðèàíòíîñòü ìå-
ðû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Sl3. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìåòðèêè íå ïðî-
ñòî èçìåíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ âåëè÷èíó, à âêëàä ýòîãî ñäâèãà â
êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè äðóãèìè êîìïîíåíòàìè
ìåòðèêè íåëèíåéíûì îáðàçîì, òàê ÷òî ðàçëè÷íûå ìåòðèêè ïîëó÷à-
þòñÿ íå ñäâèãîì èõ êîìïîíåíò, à ïðåîáðàçîâàíèåì ãðóïïîé Sl3. Ñàìîìíîæåñòâî ìåòðèê â îäíîé òî÷êå � ýòî íå ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå, à
ìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýòîé ãðóïïû �
èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíûõ ìåòðèê èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû Sl2. Íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ïëîñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû ìû
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ââåëè ðàññòîÿíèå â ïðîñòðàíñòâå ìåòðèê � ìåæäó áåñêîíå÷íî áëèç-
êèìè ìåòðèêàìè ñ çàäàííûì äåòåðìèíàíòîì r2 òàê:
dl2 = r ((chχ+ shχ cos η)dy2 + 2 shχ sin η dy dz + (chχ− shχ cos η)dz2).

(8.20)
Ýòî ìåòðèêà äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî.

Ïåðåìåííûå r, χ è η çàâèñÿò îò t è x. Ìåðà √γ = r, òî åñòü â
êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà çàäàíà òàêàÿ ìåòðèêà, ñ êîìïîíåíòàìè,
çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ñàìè
íåêîììóòàòèâíû, òî åñòü íå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñäâèãàìè â îòëè÷èå
îò êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ýëåêòðîäèíàìèêå:
δ1 x

i = ξi1(x); δ2 x
i = ξi2(x); (δ2δ1 − δ1δ2)xi = (ξj1 ξ

i
2,j − ξj2 ξ

i
1,j) 6= 0.

Äèíàìè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèê åñòü ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ èñêðèâëåííûõ ïðîñòðàíñòâ ìåòðèê â êàæäîé òî÷-
êå ïî íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïå êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Âñå ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî, âèäèìî, êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòà-
öèè ìîæåò ñòðîèòüñÿ ëèøü íà îñíîâå íåêîòîðîé òåõíèêè áåñêîíå÷íî
ìàëûõ äåôîðìàöèé ïðîñòðàíñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ñòàâèò
ìíîæåñòâî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ âîïðîñîâ. Ìû íàõîäèìñÿ åùå â ñà-
ìîé íà÷àëüíîé ñòàäèè ïîñòðîåíèÿ òàêîé òåîðèè.
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Ïðîáëåìà íà÷àëüíûõ

äàííûõ

Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå k-ãî ïîðÿäêà èìååò
k êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ, è äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè íóæíî
çàäàòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò k âåëè÷èí: ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå
âïëîòü äî k − 1-é.

Â äèíàìèêå ïîëíûå íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñèñòåì ñ n ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà, íóæíî çàäàòü 2n íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé � n êîîðäè-
íàò è n ñêîðîñòåé èëè èìïóëüñîâ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìåþò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ � ôóíêöèè. Êàê
îïðåäåëèòü ñòåïåíè ñâîáîäû ôóíêöèé? Êàê çàäàâàòü íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñîáåííî, åñëè èìå-
þòñÿ êàëèáðîâî÷íûå ñòåïåíè ñâîáîäû èëè òîæäåñòâà? Ýòè âîïðîñû
ÿâëÿþòñÿ îáëàñòüþ èçó÷åíèÿ l-àíàëèçà.

9.1 l-àíàëèç

Èäåÿ l-àíàëèçà áûëà âûäâèíóòà Óèòòåêåðîì â 1906 ãîäó ïðè ïî-
ñòðîåíèè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé [16].

152
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9.2 Ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû

Ñâÿçü êîîðäèíàò òî÷êè â äåêàðòîâîé è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êî-
îðäèíàò

x = r sinϑ cosϕ; y = r sinϑ sinϕ; z = r cosϑ

äëÿ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ñòåïåíè l ïðèâî-
äèò ê îáùåìó ìíîæèòåëþ rl, óìíîæàåìîãî íà ôóíêöèè òîëüêî óãëî-
âûõ ïåðåìåííûõ:∑

k+m≤l

Clkm x
k ym zl−k−m = rl Y (ϑ, ϕ).

×èñëî êîýôôèöèåíòîâ Clkm
N l

3 =
(l + 1)(l + 2)

2
(9.1)

ìû âûâåäåì íèæå.
Îïåðàòîð Ëàïëàñà

4 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

ïîíèæàåò ñòåïåíü îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà íà 2, è åñëè íàñ èíòåðåñóþò
ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè l, íà N l

3 êîýôôèöèåíòîâ íàêëàäû-
âàåòñÿ N l−2

3 óðàâíåíèé, òàê ÷òî ïðîèçâîëüíûìè îñòàþòñÿ

N l
3 −N l−2

3 =
(l + 1)(l + 2)

2
− (l − 1)l

2
= 2 l + 1

êîýôôèöèåíòîâ. Ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè l
èìååò ðàçìåðíîñòü 2 l + 1. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (4f = 0) èìååò
âèä:

f = rl
∑
m

Clm Ylm(ϑ, ϕ),

ãäå m ïðîáåãàåò 2 l+1 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé (íàïðèìåð, îò −l äî +l),
à Ylm(ϑ, ϕ) � íàáîð 2 l + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé óãëîâûõ
ïåðåìåííûõ � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ïîðÿäêà l.
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Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëî ñôåðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ïîðÿäêà l â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

N l
4 −N l−2

4 = (l + 1)2,

â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

N l
5 −N l−2

5 =
(l + 1)(l + 2)(2l + 3)

6
.

Ýòó èäåþ Óèòòåêåðà ìîæíî îáîáùèòü íà ñèñòåìû ôóíêöèé, ïîä-
÷èíÿþùèõñÿ ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå îáÿçàòåëü-
íî ëèíåéíûõ, à òàêæå íà ñèñòåìû ôóíêöèé, èìåþùèõ êàëèáðîâî÷-
íûå ñòåïåíè ñâîáîäû [18]. Å¼ ïûòàëñÿ ïðèìåíèòü Ýéíøòåéí â ñâîèõ
ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ (â ñîàâòîðñòâå ñ ñ Á. Êàóôìàí) [17] ïðè àíàëè-
çå �æåñòêîñòè� ñâîåé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè íåñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ.
Ïîä÷åðêèâàÿ âàæíîñòü òàêîãî ïîäõîäà äëÿ àíàëèçà ñëîæíûõ ñèñòåì,
Ýéíøòåéí íå óñïåë äàòü åãî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå.

9.3 l-ïðåäñòàâëåíèå

Ïðîñòðàíñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ áåñêîíå÷íîìåð-
íî è ñóòü l-àíàëèçà ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ýòîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íà áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîíå÷íîìåðíûõ l-ñåêòîðîâ,
â êàæäîì èç êîòîðûõ ãðóïïèðóþòñÿ ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñóììàðíîé
l-é ñòåïåíè ïî ïåðåìåííûì. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå â êàæäîì l-ñåêòîðå
íàõîäèòñÿ 1 êîýôôèöèåíò:

f(x) = a0 + a1 x+ a2 x
2 + a3 x

3 + . . . ,

è ýòî ìîæíî îòðàçèòü ðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì ôîðìàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà t ôóíêöèè

F1(t) =
1

1− t
=

∞∑
l=0

tl =
∞∑
l=0

N l
1 t
l,

èìåþùåé ïðè êàæäîé ñòåïåíè t êîýôôèöèåíò åäèíèöà (N l
1 = 1). Â

ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, åñëè íàñ èíòåðåñóåò ëèøü ñóììàðíàÿ



9.3. L-ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ 155

ñòåïåíü ïî âñåì ïåðåìåííûì, òàêèå ôóíêöèè íóæíî ïåðåìíîæèòü:

Fn(t) =
1

(1− t)n
=

∞∑
l=0

N l
nt
l, (9.2)

ãäå N l
n îáîçíà÷àåò ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ â

l-ñåêòîðå. Ýòà ôóíêöèÿ õîðîøî èçó÷åíà â êîìáèíàòîðèêå
N l
n =

(n+ l − 1)!
(n− 1)! l!

. (9.3)
Ïðèâåäåì åå âèä äëÿ íèçêèõ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåí-

íûõ:
N l

1 = 1; N l
2 = l + 1; N l

3 =
(l + 1)(l + 2)

2
; (9.4)

N l
4 =

(l + 1)(l + 2)(l + 3)
6

.

Ñòåïåíü ïî l ñâÿçàíà ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, êîòîðûõ íà åäèíèöó
áîëüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü.

Îïðåäåëåíèå ýòîé ôóíêöèè ÷åðåç (9.2) äàåò ðÿä òåîðåì ñëîæåíèÿ
äëÿ íåå, íå òðåáóþùèõ åå ÿâíîãî âèäà:

Fn(t)Fm(t) = Fn+m(t).

Â ÷àñòíîñòè, ïðèm = 1 ïîëó÷àåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå äëÿ äàëü-
íåéøåãî ñîîòíîøåíèå

N l+1
n+1 =

l∑
s=0

Ns
n. (9.5)

Äðóãèå òîæäåñòâà ñëåäóþò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà:
(1− t)m

(1− t)n
=

1
(1− t)n−m

,

îòêóäà
m∑
s=0

(−1)s
m!

s! (m− s)!
N l−s
n = N l

n−m. (9.6)
Íàïðèìåð, ïðè m = 1:

N l
n −N l−1

n = N l
n−1,
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à ïðè m = n, l > 0
n∑
s=0

(−1)s
n!

s! (n− s)!
N l−s
n = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïî-
ðÿäêà k, òî k-êðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðåâîäèò êîýôôèöèåíòû
èç ñåêòîðà l â ñåêòîð l − k è íà êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ â ýòîì
ñåêòîðå óìåíüøàåò ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ â ñåêòîðå l.

Åñëè ôóíêöèÿ èìååò êàëèáðîâî÷íûå ñòåïåíè ñâîáîäû k - ãî ïî-
ðÿäêà (ôóíêöèÿ èçìåíÿåòñÿ k - ìè ïðîèçâîäíûìè êàëèáðîâî÷íîé
ôóíêöèè), òî ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ â ñåêòîðå l óìåíüøàåòñÿ íà ÷èñ-
ëî êîýôôèöèåíòîâ êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè â ñåêòîðå l + k. Ýòî è
åñòü îñíîâíûå ïðàâèëà èñïîëüçîâàíèÿ l - àíàëèçà â ñèñòåìàõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êàëèáðîâî÷íûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

9.4 Äèíàìèêà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ïðîäåìîíñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå l - àíàëèçà â îïèñàíèè ëàãðàí-
æåâîé äèíàìèêè ïîëåé. Ïóñòü, íàïðèìåð, èìååòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå â n
- ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàâèñÿùåå åùå îò âðåìåíè (N l

n+1 êîìïîíåíò
â l - ñåêòîðå) ñ ëàãðàíæèàíîì, ñîäåðæàùèì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Âà-
ðüèðóÿ ëàãðàíæèàí, ïîëó÷àåì íà ýòî ïîëå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, óìåíüøàþùåå ÷èñëî êîìïîíåíò â l - ñåêòîðå
íà N l−2

n+1. Â l - ñåêòîðå îñòàåòñÿ
N l
scal = N l

n+1 −N l−2
n+1

êîìïîíåíò. Åñëè ñþäà äîáàâèòü è îòíÿòü N l−1
n+1, òî ñòðóêòóðà

N l
scal = (N l

n+1 −N l−1
n+1) + (N l−1

n+1 −N l−2
n+1) = N l

n +N l−1
n

ïðèîáðåòàåò âèä äâóõ ïîëåé (èñõîäíîå ïîëå � ñåêòîð l è ïðîèçâîäíûå
ïî âðåìåíè � ñåêòîð l − 1).

Íàëè÷èå êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïåðâîãî ïîðÿäêà) óìåíü-
øàåò ÷èñëî êîìïîíåíò èñõîäíîãî ïîëÿ è äîáàâëÿåò òîæäåñòâà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà íà óðàâíåíèÿ. Åñëè óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, òî òî-
æäåñòâà ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ èìåþò òðåòèé ïîðÿäîê.

Êëàññè÷åñêèì ïîëåì ñ êàëèáðîâî÷íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.
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9.5 Ýëåêòðîäèíàìèêà

Â òåîðèè ïîëÿ âñå êîìïîíåíòû ïîëåé çàâèñÿò îò ÷åòûðåõ ïåðå-
ìåííûõ � òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè (n = 4).

Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ 4-âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì,
îäíàêî ïðè íàëè÷èè êàëèáðîâî÷íîé ñòåïåíè ñâîáîäû δ Aα = ∂α χ.Ïðè ýòîì êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè ÷àñòü êîýôôèöèåíòîâ ïî-
òåíöèàëîâ â l-ì ñåêòîðå ìîæåò áûòü óíè÷òîæåíà êîýôôèöèåíòàìè
èç l+1-ãî ñåêòîðà êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè χ, òàê ÷òî êàëèáðîâî÷íî
íåçàâèñèìûõ êîýôôèöèåíòîâ îñòàåòñÿ
nl = 4N l

4 −N l+1
4 = 4

(l + 1)(l + 2)(l + 3)
6

− (l + 2)(l + 3)(l + 4)
6

=

(l + 2)(l + 3)(4l + 4− l − 4)
6

=
l (l + 2) (l + 3)

2
.

Ïðè l = 0 âñå êîýôôèöèåíòû êàëèáðîâî÷íî óñòðàíèìû � âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë ëîêàëüíî íå íàáëþäàåì.

Ïðè l = 1 (ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà) èìååòñÿ 6 íåóñòðà-
íèìûõ êîýôôèöèåíòîâ � ýòî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ E è B. Îäíàêî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè
ïîëÿìè, íà íèõ íàêëàäûâàåòñÿ:

6N l−1
4 − nl = 6

l(l + 1)(l + 2)
6

− l (l + 2) (l + 3)
2

=
(l − 1)l(l + 2)

2

îãðàíè÷åíèé. Ïðè l = 2 (ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò E è B) èõ ÷åòûðå
� ýòî ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà (âòîðàÿ ïàðà) � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 2-ãî ïî-
ðÿäêà ïî ïîòåíöèàëàì è ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî íàïðÿæåííîñòÿì. Îíè
ïîëó÷àþòñÿ âàðèàöèåé äåéñòâèÿ ïî ÷åòûðåì ïîòåíöèàëàì. Âàðèàöèÿ
äåéñòâèÿ ïî êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó ïåðâîãî ïîðÿäêà òîæäåñòâó íà ýòè óðàâíåíèÿ (ρ̇+ divJ = 0), òàê
÷òî óðàâíåíèÿ ñ òîæäåñòâîì äàþò

eql = 4N l−2
4 −N l−3

4 = 4
(l − 1) l (l + 1)

6
− (l − 2)(l − 1)l

6
=

(l − 1) l (4l + 4− l + 2)
6

=
(l − 1)l(l + 2)

2
.
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Âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñîâïàäàåò ïî l-ñòðóêòóðå ñ ïåð-
âîé.

Îòñþäà ìîæíî âû÷èñëèòü l-ñòðóêòóðó íà÷àëüíûõ äàííûõ Êîøè
â ýëåêòðîäèíàìèêå:

kl = nl − eql =
l (l + 2) (l + 3)

2
− (l − 1)l(l + 2)

2
=

l(l + 2)(l + 3− l + 1)
2

= 2 l (l + 2).

Ñòåïåíü l ðàâíà óìåíüøåííîé íà åäèíèöó ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà,
ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëüíûå äàííûå çàäàþòñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Íèçøàÿ ñòåïåíü l = 1, ïðè êîòîðîé èìååòñÿ 6 êîýôôèöèåíòîâ
� êîìïîíåíòû ïîëåé E è H â äàííîé òî÷êå. Îäíàêî îíè íå ÿâëÿþòñÿ
ñâîáîäíûìè (â íà÷àëüíûõ äàííûõ):

6
l(l + 1)

2
− 2 l (l + 2) = l(3 l + 3− 2l − 4) = l(l − 1) = 2

(l − 1)l
2

.

Ýòî äâà ñâîáîäíûõ (áåç òîæäåñòâ) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ:
divB = 0; divE = 4π ρ,

ãäå ρ � çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ.

9.6 Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ

Îäíîé èç âàæíåéøèõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ l-àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ
ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ. Ìåòðèêà n-ìåðíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà èìå-
åò n(n + 1)/2 êîìïîíåíò, íî åå èñõîäíàÿ l-ñòðóêòóðà n(n + 1)/2N l

nðåäóöèðóåòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò n ôóíêöèé ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäè-
íàò:

M l
n =

n(n+ 1)
2

(n+ l − 1)!
(n− 1)! l!

− n
(n+ l)!

(n− 1)! (l + 1)!
=

n(l − 1)(n+ l − 1)!
2(n− 2)!(l + 1)!

.

Â îòëè÷èå îò ýëåêòðîäèíàìèêè çäåñü â íóëü îáðàùàåòñÿ ÷èñëî êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè l = 1 � ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â
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òî÷êå ïîëíîñòüþ óñòðàíèìû êîîðäèíàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ýòî
âàæíåéøèé ðåçóëüòàò, ïîçâîëÿþùèé ââåñòè ëîêàëüíî äåêàðòîâó ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷êè.

Ïðè l = 0 ðåçóëüòàò îòðèöàòåëüíûé: M0
n = −n(n − 1)/2. Ïðåîá-

ðàçîâàíèé â íóëåâîì ñåêòîðå áîëüøå, ÷åì êîìïîíåíò ìåòðèêè. Îíè
ïîçâîëÿþò ïðèâåñòè ìåòðèêó ê íåêîòîðìó ñòàíäàðòíîìó âèäó (åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà � ëîêàëüíî äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò), ïðè ýòîì
îñòàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, íå ìåíÿþùèõ ìåòðèêó �
n(n− 1)/2-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ëîêàëüíûõ âðàùåíèé.

Ïåðâûå íåóñòðàíèìûå êîìïîíåíòû ïîÿâëÿþòñÿ ïðè l = 2 � âòî-
ðûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Èõ

M2
n =

n2(n2 − 1)
12

. (9.7)
Ýòî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû. Â îäíîìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå èõ íåò � âñå îäíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïëîñêèå.
Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ âñåãî îäíà êîìïîíåíòà � òåíçîð
Ðèìàíà - Êðèñòîôôåëÿ, òåíçîð Ðè÷÷è � âñå îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíò òåíçî-
ðà êðèâèçíû øåñòü � êàê è ó òåíçîðà Ðè÷÷è, ÷åðåç êîòîðûé è âûðà-
æàþòñÿ âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû (1.35). Â ÷åòûðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû 20, à òåíçîðà Ðè÷÷è 10.

Ñâîáîäíàÿ ôóíêöèÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò N1
n = n ïåð-

âûõ ïðîèçâîäíûõ � ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî
ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà êðèâèçíû ìåíüøå íà

Bn = nM2
n −M3

n =
n3(n2 − 1)

12
− (n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)

24
=

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)
24

. (9.8)
Ýòî êîëè÷åñòâî òîæäåñòâ Áüÿíêè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Rijkl;m +Rijlm;k +Rijmk;l = 0. (9.9)
Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èõ íåò � åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà

òåíçîðà Ðèìàíà - Êðèñòîôôåëÿ (ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà) ÿâëÿåòñÿ ñâî-
áîäíîé ôóíêöèåé. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òîæäåñòâ Áüÿíêè òðè,
è îíè âñå ñîäåðæàòñÿ â òîæäåñòâàõ Ãèëüáåðòà.
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9.7 Äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà â ÒÃÂ

Â òåîðèè ãëîáàëüíîãî âðåìåíè ïîëåâûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþò-
ñÿ øåñòü êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è òðè êîìïîíåíòû ïîëÿ
àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé, çàâèñÿùèå îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü
èñõîäíî èìååòñÿ 9N l

4 êîìïîíåíò â êàæäîì l-ñåêòîðå. Îäíàêî ýòè ïî-
ëÿ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ òðåìÿ êîîðäèíàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òàê
÷òî èíâàðèàíòíûõ êîìáèíàöèé â êàæäîì l-ñåêòîðå
nl = 9N l

4 − 3N l+1
4 = 9

(l + 1)(l + 2)(l + 3)
6

− 3
(l + 2)(l + 3)(l + 4)

6
=

(l + 2)(l + 3)(2l + 1)
2

.

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî ýòèì äåâÿòè ïîëÿì ïðèâîäèò ê äåâÿòè
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà, à íàëè÷èå òðåõ
êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò ê òðåì äèôôåðåíöèàëü-
íûì òîæäåñòâàì ñðåäè ýòèõ óðàâíåíèé óæå òðåòüåãî ïîðÿäêà, òàê
÷òî âñåãî â l-ì ñåêòîðå èìååòñÿ îãðàíè÷åíèé

eql = 9N l−2
4 − 3N l−3

4 =

9
(l − 1)l(l + 1)

6
− 3

(l − 2)(l − 1)l
6

=
(l − 1)l(2l + 5)

2
.

Ïîýòîìó ïðîèçâîë âûáîðà îñòàåòñÿ äëÿ êîìïîíåíò, ñâÿçàííûõ óðàâ-
íåíèÿìè:
kl = nl − eql =

(l + 2)(l + 3)(2l + 1)
2

− (l − 1)l(2l + 5)
2

= 3(l2 + 2l − 1)

êîìïîíåíò â l-ì ñåêòîðå.
Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, ñòåïåíü ïî l äëÿ êîìïîíåíò, ñâÿ-

çàííûõ óðàâíåíèÿìè, ðàâíà äâóì, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòè êîì-
ïîíåíòû çàäàþòñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ðàñïðîñòðàíåíèå
ðåøåíèé íà ÷åòûðå ïåðåìåííûå (ðàçâèòèå âî âðåìåíè) áåðóò íà ñåáÿ
óðàâíåíèÿ. ×èñëî kl è îïðåäåëÿåò l-ñòðóêòóðó äàííûõ Êîøè â ÒÃÂ.

Ïðè l = 0 k0 = −3, ÷òî ãîâîðèò îá óæå îáñóæäàâøåìñÿ ôàê-
òå: êîîðäèíàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îäíîé
òî÷êå ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå è åùå îñòàþòñÿ
ëîêàëüíûå âðàùåíèÿ, íå ìåíÿþùèå ìåòðèêè.
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Ïðè l = 1 k1 = 6. Îäíàêî ýòî íå âñå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå:

kl − 6N l−1
3 = 3(l2 + 2l − 1)− 6

l(l + 1)
2

= 3(l − 1).

Ýòî òðè ñâîáîäíûå ôóíêöèè â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ( íà ãðàíè-
öå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè), îáðàçîâàííûå èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïîëåé.

l-àíàëèç íå óêàçûâàåò, ÷òî ýòî çà êîíñòðóêöèè, îí èíâàðèàíòåí ê
òîìó èëè èíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîëåé. ×òî ýòî çà äàííûå, âèäíî èç
óðàâíåíèé ïîëÿ: ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåõìåðíûõ êîîðäèíàò
â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ïðèâåñòè ìåòðèêó, íàïðèìåð, ê
äèàãîíàëüíîìó âèäó. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ òàêîãî âèäà ìåòðèêè è â ïî-
ñëåäóþùåì ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, çàâè-
ñÿùèå îò âðåìåíè, òî åñòü ñ íåèçáåæíîñòüþ âîçíèêàåò ïîëå àáñîëþò-
íûõ ñêîðîñòåé: â îáùåì ñëó÷àå äèàãîíàëèçîâàòü ìåòðèêó ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå (ãäå êîîðäèíàòû òî÷åê ïðîñòðàí-
ñòâà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå ìåíÿþòñÿ) íåâîçìîæíî. Òîãäà â êà÷åñòâå
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ âûñòóïàþò òðè êîìïîíåíòû äèàãîíàëè-
çîâàííîé ìåòðèêè è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè � øåñòü ôóíêöèé â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Óðàâíåíèÿ ñâÿçåé ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïîëå ñêîðîñòåé â ïðîñòðàíñòâå, íå ñîäåðæàò ïðî-
èçâîäíûõ ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé íóæ-
íî çàäàòü èõ íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Åñëè òðåõìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, çàìêíóòî � ãðàíèöà îòñóòñòâóåò, � ýòè äî-
ïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû èñ÷åçàþò.

9.8 Äèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÎÒÎ

Äèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÎÒÎ ñóùåñòâåííî îòëè÷íà. Ïîëåâûìè
ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ 10 êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ÷åòû-
ðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè, à â êà÷åñòâå êàëèáðîâî÷íîãî
ïîëÿ âûñòóïàþò ÷åòûðå ÷åòûðåõìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò,
îñòàâëÿÿ èíâàðèàíòíûõ ïåðåìåííûõ

ng = 10N l
4 − 4N l+1

4 = (l − 1)(l + 2)(l + 3).
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Óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà 10, íî íà íèõ íàëîæåíû ÷åòûðå òîæäåñòâà
Ãèëüáåðòà, òàê ÷òî â öåëîì ñâÿçåé íà äèíàìè÷åñêèå êîìïîíåíòû

eqg = 10N l−2
4 − 4N l−3

4 = (l − 1)l(l + 3).

Äàííûå Êîøè èìåþò ñòðóêòóðó
kg = ng − eqg = 2(l − 1)(l + 3).

Ýòî òàêæå ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ (ñòåïåíü ïî l ðàâíà äâóì). Â
îòëè÷èå îò ÒÃÂ íåòðèâèàëüíûìè îêàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòû, îáðàçî-
âàííûå èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòûðåõìåðíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà. Èõ (ïðè l = 2) èìååòñÿ 10. Îäíàêî ýòè ôóíêöèè íå ñâîáîäíû:

10
(l − 1)l

2
− 3(l − 1)(l + 3) = 3(l − 2)(l − 1) = 6

(l − 2)(l − 1)
2

,

òî åñòü
kg = 10

(l − 1)l
2

− 6
(l − 2)(l − 1)

2
.

Íà ýòè 10 ôóíêöèé íàëîæåíû 6 äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà.

Â îòëè÷èå îò ÒÃÂ â ÎÒÎ äàííûå Êîøè (â çàäàííûé ìîìåíò âðå-
ìåíè) ïîä÷èíÿþòñÿ åùå øåñòè äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïèñà-
íèÿ äèíàìèêè.



Ãëàâà 10

Àíàëèòè÷åñêèå

âû÷èñëåíèÿ

Â êîíöå XX âåêà â ñâÿçè ñ êîìïüþòåðíîé ðåâîëþöèåé ïîÿâèëèñü
ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, ïîçâîëÿþùèå ïåðåëîæèòü íà
êîìïüþòåðû ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü âû÷èñëåíèÿ ñëîæíûõ âûðàæåíèé.
Ýòî, ïðåæäå âñåãî, ñèñòåìû Reduce, Derive, Form. Â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåëè ñèñòåìû Maple, MathLab, íî
îñîáåííî áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå âî âñåì ìèðå ïðèîáðåëà ñèñòåìà
Mathematica, ñîçäàííàÿ ôèçèêîì òåîðåòèêîì Ñòåôåíîì Âîëüôðà-
ìîì.

Âû÷èñëåíèå â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñâÿçíîñòåé, òåíçîðà êðèâèç-
íû, â ÒÃÂ � êîâàðèàíòãíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè, � áóäó÷è â
ïðèíöèïå íå ñëîæíûìè, òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ áîëü-
øîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò, è ïðîâåäåíèå ýòîé ðàáîòû ñ ïðî-
âåðêîé ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòà òðåáóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè.
Ýòà ðóòèííàÿ ðàáîòà ïðè ïðîâåäåíèè åå âðó÷íóþ îòâëåêàåò âíèìà-
íèå îò ôèçè÷åñêîé ñóòè èçó÷àåìîãî îáúåêòà. Àâòîìàòèçàöèÿ âû÷èñ-
ëåíèé ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óñêîðèòü èõ, íî è ïðîñìîòðåòü ìíîæåñòâî
âàðèàíòîâ, âûáðàòü óäîáíûå êîîðäèíàòû, îáùèé âèä ìåòðèêè è ò.ä.

Çäåñü ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü êàêèå-ëèáî îñíîâû ðàáîòû ñ ýòèì
ïàêåòîì, ïîðåêîìåíäóåì ëèøü íàðÿäó ñ îðèãèíàëîì [19] î÷åíü ñî-
äåðæàòåëüíóþ êíèãó [20], à òàêæå ïîñîáèå [21]. À äàëåå áóäåì âåñòè
èçëîæåíèå, ïîëàãàÿ, ÷òî ÷èòàòåëü âëàäååò íåîáõîäèìûìè îñíîâàìè.
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Ìû ïðèâåäåì ìîäóëè äëÿ ðàáîòû ñ ðèìàíîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè
(â îñíîâíîì, òðåõìåðíûìè) è âåêòîðíûìè ïîëÿìè â íèõ, à òàêæå
ìîäóëü ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ÒÃÂ.

10.1 Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ

10.1.1 Ìîäóëü Ricci

Ìîäóëü Ricci âû÷èñëÿåò òåíçîð Ðè÷÷è òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïî çàäàííîé ìåòðèêå. Ïðèâîäèì åãî êîììåíòèðîâàííûé òåêñò íà
ÿçûêå Mathematica.

Êîììåíòàðèè äàþòñÿ âíóòðè ñêîáîê ñî çâåçäî÷êàìè:
(* Êîììåíòàðèé *)
Èõ íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íå âëèÿåò íà ðàáîòó ìîäóëÿ, îäíàêî

îíè ïîçâîëÿþò ïîíÿòü åãî ñòðóêòóðó.
Ricci[coords_, mtr_] := Module[{DG, ss,zz,cs1},

(* Ñ÷èòûâàíèå îáîçíà÷åíèé êîîðäèíàò *)

Do[x[i] = coords[[i]], {i, 3}];

(* Âû÷èñëåíèå êîðíÿ èç äåòåðìèíàíòà gd *)

DG = Det[mtr] // Simplify;

ss = Solve[zz^2 == DG, zz];

gd = zz /. ss[[2]];

(* Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g^{ij}=hh[i,j] *)

HH = Inverse[mtr];

Do[Do[hh[i,j]=HH[[i,j]];gg[i,j]=mtr[[i,j]],{j,3}],{i,3}];

(* Âû÷èñëåíèå ñâÿçíîñòåé \Gamma^i_{jk}=cs2[i,j,k] *)

Do[Do[Do[cs1[i,j,k]=D[gg[i,j],x[k]]+D[gg[i,k],x[j]] -

D[gg[j,k],x[i]]//Simplify,{k,3}],{j,3}],{i,3}];

Do[Do[Do[cs2[i,j,k]=Sum[hh[i,s] cs1[s,j,k]/2,{s,3}]

// Simplify,{k, 3}], {j, 3}], {i, 3}];

(* Ñâåðòêà Gamma^j_{ij}=cs[i] *)



10.1. ÐÈÌÀÍÎÂÀ ÃÅÎÌÅÒÐÈß 165

Do[cs[i]=Sum[cs2[j,i,j],{j,3}]//Simplify, {i,3}];

(* Âû÷èñëåíèå òåíçîðà Ðè÷÷è R_{ij}=ricci[i,j] *)

Do[Do[ricci[i, j]=

Sum[D[cs2[k,i,j],x[k]],{k,3}]-D[cs[i], x[j]] +

Sum[Sum[cs2[k,i,j]cs2[l, k, l]-cs2[k,l,i]cs2[l,k,j]//

Simplify,{l,3}], {k,3}], {j,3}], {i,3}];

(* Ïîäúåì èíäåêñà ó òåíçîðà Ðè÷÷è R^i_j=ric[i,j] *)

Do[Do[ric[i,j] = Sum[hh[i, s]ricci[s,j] //

Simplify, {s, 3}], {j, 3}], {i,3}];

(* Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà rs *)

rs = Sum[ric[i, i], {i, 3}];

(* Ñáîðêà òåíçîðà Ðè÷÷è â ìàòðèöó (R^i_j)=Rij[[i,j]] *)

Rij = Array[ric, {3, 3}]//Simplify

(* Ýòà ìàòðèöà è âûâîäèòñÿ êàê ðåçóëüòàò ðàáîòû ìîäóëÿ *)

] (* Êîíåö ìîäóëÿ *)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðèìàíîâà ïðîñòðàí-
ñòâà íóæíî çàäàòü íàèìåíîâàíèÿ êîîðäèíàò è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â
çàâèñèìîñòè îò íèõ. Ïîñëå ðàáîòû ìîäóëÿ âûâîäèòñÿ òåíçîð Ðè÷÷è
äëÿ çàäàííîé ìåòðèêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìîäóëü Ricci äîñòàòî÷íî çàïó-
ñòèòü îäèí ðàç, ìåíÿÿ ëèøü âõîäíûå äàííûå. Ìîäóëü ëó÷øå äåðæàòü
â îòäåëüíîì ôàéëå, êîòîðûé ïîñëå çàïóñêà ìîäóëÿ ìîæíî çàêðûòü.

Â Mathematic'å åñòü ìåõàíèçì ïàêåòîâ ðàñøèðåíèÿ, îäíàêî ïàêåò
ñêðûâàåò ðåçóëüòàòû âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Ïðè çàïóñêå
ìîäóëÿ íà ãëîáàëüíîì óðîâíå (ïðîñòî èç ôàéëà) ìû ìîæåì ïîñëå åãî
âûïîëíåíèÿ äëÿ çàäàííîé ìåòðèêè ïîñìîòðåòü:

• êîðåíü èç äåòåðìèíàíòà √γ = gd;
• îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð γij = hh[i, j], ëèáî â âèäå ìàòðè-

öû HH;
• ñâÿçíîñòè Γijk = cs2[i, j, k];
• ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó R = rs.
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10.1.2 Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå

Ìåòðèêà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò

dl2 = dr2 + r2 (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2).

Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, îäíàêî òåí-
çîð êðèâèçíû è òåíçîð Ðè÷÷è äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ.
(* Îïðåäåëÿåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

GG={{1,0,0},{0,r^2,0},{0,0,r^2 Sin[u]^2}}

(* Ïðîâåðÿåì åãî ïðàâèëüíîñòü *)

GG // MatrixForm

(* Îáðàùàåìñÿ ê ìîäóëþ Ricci, *)

(* óêàçûâàÿ êîîðäèíàòû è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

Ricci[{r, u, w}, GG] // Simplify

Äåéñòâèòåëüíî, ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû
{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå.
Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü ìîæåò áûòü ïîëåçåí, íàïðèìåð,

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâÿçíîñòåé â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
Array[cs2, {3, 3, 3}]

10.1.3 Òðåõìåðíàÿ ñôåðà

Òðåõìåðíàÿ ñôåðà ðàäèóñà r â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
dl2 = r2(du2 + sin2 u (dv2 + sin2 v dw2)).



10.1. ÐÈÌÀÍÎÂÀ ÃÅÎÌÅÒÐÈß 167

(* Îïðåäåëÿåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

Do[Do[gg[i, j] = 0, {j, 3}], {i, 3}];

gg[1, 1] = r^2;

gg[2, 2] = r^2 Sin[u]^2;

gg[3, 3] = r^2 Sin[u]^2 Sin[v]^2;

(* Ïðîâåðÿåì åãî ïðàâèëüíîñòü *)

GG = Array[gg, {3, 3}];

GG // MatrixForm

(* Îáðàùàåìñÿ ê ìîäóëþ Ricci, *)

(* óêàçûâàÿ êîîðäèíàòû è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

Ricci[{u, v, w}, GG]

Ðåçóëüòàò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû
%//MatrixForm

Èíòåðåñíî òàêæå ïîñìîòðåòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó, âûçâàâ ïåðå-
ìåííóþ rs.
10.1.4 Òðåõìåðíàÿ ñôåðà â êîíôîðìíûõ êîîðäè-

íàòàõ

Òðåõìåðíàÿ ñôåðà ðàäèóñà r â ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè íà
òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî � â êîíôîðìíûõ êîîðäèíàòàõ

dl2 = (dx2 + dy2 + dz2)/f2; f = 1 +
x2 + y2 + z2

4 r2
.

Â ïàêåòå �Mathematica�:
f = 1 + (x^2 + y^2 + z^2)/(4r^2)

GG={{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1}}/f^2

(* Ïðîâåðÿåì åãî ïðàâèëüíîñòü *)

GG // MatrixForm

(* Îáðàùàåìñÿ ê ìîäóëþ Ricci, *)

(* óêàçûâàÿ êîîðäèíàòû è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

Ricci[{x, y, z}, GG]
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10.1.5 Òðåõìåðíàÿ ñôåðà â óãëàõ Ýéëåðà

Òðåõìåðíàÿ ñôåðà ðàäèóñà r â óãëàõ Ýéëåðà {ϑ, ϕ, ψ}:

dl2 =
r2

4
(dϑ2 + dϕ2 + dψ2 + 2 cosϑ dϕdψ)

Â ïàêåòå �Mathematica�:
(* Îïðåäåëÿåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

Do[Do[gg[i, j] = 0, {j, 3}], {i, 3}];

gg[1, 1] = r^2/4;

gg[2, 2] = r^2/4;

gg[3, 3] = r^2/4;

gg[2, 3] = r^2Cos[tt]/4;

gg[3, 2] = r^2Cos[tt]/4;

(* Ïðîâåðÿåì åãî ïðàâèëüíîñòü *)

GG // MatrixForm

(* Îáðàùàåìñÿ ê ìîäóëþ Ricci, *)

(* óêàçûâàÿ êîîðäèíàòû è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

Ricci[{tt, u, w}, GG] // Simplify

Çäåñü èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð:
HH//MatrixForm

Âî âñåõ òðåõ ïîñëåäíèõ ïðèìåðàõ ðåçóëüòàò ðàáîòû ìîäóëÿ Ricci
� ñïèñîê êîìïîíåíò òåíçîðà Ðè÷÷è ñôåðû ðàäèóñà r � îäèíàêîâ:

{{ 2
r2
, 0, 0}, {0, 2

r2
, 0}, {0, 0,

2
r2
}}.

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ îïèñûâàåòñÿ ñôåðà â
ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòàõ.
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10.1.6 Ïðîñòðàíñòâà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû

Òðåõìåðíàÿ ïñåâäîñôåðà (ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëü-
íîé êðèâèçíû) â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåòñÿ èç ìåòðèêè îáû÷-
íîé ñôåðû çàìåíîé ñèíóñà óãëà âäîëü ìåðèäèàíà íà ãèïåðáîëè÷åñêèé
ñèíóñ:
Do[Do[gg[i, j] = 0, {j, 3}], {i, 3}];

gg[1, 1] = r^2;

gg[2, 2] = r^2 Sinh[u]^2;

gg[3, 3] = r^2 Sinh[u]^2 Sin[v]^2;

GG = Array[gg, {3, 3}];

GG // MatrixForm

Ricci[{u, v, w}, GG]

{{− 2
r2
, 0, 0}, {0, − 2

r2
, 0}, {0, 0, − 2

r2
}}.

Â êîíôîðìíûõ êîîðäèíàòàõ Êëåéíà ìåòðèêà ïñåâäîñôåðû èìååò
ïî÷òè òàêîé æå âèä, êàê è ó îáû÷íîé ñôåðû ñ çàìåíîé r2 íà −r2:

dl2 = (dx2 + dy2 + dz2)/f2; f = 1− x2 + y2 + z2

4 r2
.

f = 1 - (x^2 + y^2 + z^2)/(4r^2)

GG={{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1}}/f^2

(* Ïðîâåðÿåì åãî ïðàâèëüíîñòü *)

GG // MatrixForm

(* Îáðàùàåìñÿ ê ìîäóëþ Ricci, *)

(* óêàçûâàÿ êîîðäèíàòû è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð *)

Ricci[{x, y, z}, GG]

Ðåçóëüòàò
{{− 2

r2
, 0, 0}, {0, − 2

r2
, 0}, {0, 0, − 2

r2
}},

êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.
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10.1.7 Äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè

Ìîäóëü Ricci ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê êðèâèçíû äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, çàïèñàâ èõ ìåòðèêó êàê
÷àñòü ìåòðèêè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äàííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè íà ïðÿìóþ.
Do[Do[gg[i, j] = 0, {j, 3}], {i, 3}];

f = a^2 + x^2 + y^2

gg[1, 1] = (a^2 + y^2)/f

gg[2, 2] = (a^2 + x^2)/f

gg[1, 2] = -x y/f

gg[2, 1] = -x y/f

gg[3, 3] = 1

GG = Array[gg, {3, 3}];

GG // MatrixForm

Ricci[{x, y, z}, GG] // Simplify

% // Simplify

×òî ýòî çà ïîâåðõíîñòü?

10.2 Ðàáîòà ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè

Âàæíóþ ðîëü â ôèçèêå èãðàåò íå òîëüêî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð,
íî è âåêòîðíûå ïîëÿ, ïðåæäå âñåãî � ïîëå àáñîëþòíîé ñêîðîñòè, à
òàêæå ïîëÿ Êèëëèíãà, ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè è äð. Ìû ïðèâîäèì ðÿä
ìîäóëåé äëÿ ðàáîòû ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè, íî ïðè íåîáõîäèìîñòè
îíè ìîãóò áûòü ëåãêî ìîäèôèöèðîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàêèõ-òî
äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê âåêòîðíûõ èëè òåíçîðíûõ ïîëåé.

Ïåðåä çàïóñêîì âåêòîðíûõ ìîäóëåé íóæíî çàäàòü ìåòðèêó è çà-
ïóñòèòü ìîäóëü Ricci, ÷òîáû çàäàòü êîîðäèíàòû è âû÷èñëèòü íåîá-
õîäèìûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Ìîäóëü Killing âû÷èñëÿåò óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà (2.13), òî÷íåå Ëè-
âàðèàöèè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïî âåêòîðíîìó ïîëþ Vels (2.8):
Killing[Vels_] := Module[{DG, ss},

Do[Do[

kil[i,j] =

Sum[D[Vels[[s]],x[i]]gg[s,j]+D[Vels[[s]],x[j]]gg[i,s]+
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Vels[[s]]D[gg[i, j], x[s]],

{s, 3}], {j, 3}], {i, 3}];

Array[kil, {3, 3}] // Simplify

]

Ìîäóëü Commut âû÷èñëÿåò Ëè-êîììóòàòîð äâóõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé (2.11):
Commut[vel1_, vel2_] :=

Module[{},

Do[com[i] =

Sum[vel1[[s]]D[vel2[[i]],x[s]]-vel2[[s]]D[vel1[[i]],x[s]],

{s, 1, 3}], {i, 1, 3}] // Simplify;

Array[com, 3] // Simplify

]

Ìîäóëü CovDif âû÷èñëÿåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ Vels:
CovDif[Vels_] := Module[{DG, ss},

Do[Do[cov[i,j]=D[Vels[[i]],x[j]]+Sum[cs2[i,j,k]Vels[[k]],

{k, 3}], {j, 3}], {i, 3}];

Array[cov, {3, 3}] // Simplify

]

Ìîäóëü Geodes ïðîâåðÿåò, íå ÿâëÿåòñÿ ëè âåêòîðíîå ïîëå Field
ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì:
Geodes[Field_] := Module[{DG, ss},

Do[zz[i] =

Sum[Field[[k]](D[Field[[i]], x[k]] +

Sum[cs2[i,j,k]Field[[j]], {j,3}]), {k,3}] //

Simplify, {i, 3}];

ZZ = Array[zz, 3]

]

Ñëåäóþùèé ìîäóëü âû÷èñëÿåò äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ V
Div[V_] := Module[{},

Sum[D[V[[i]] gd, x[i]], {i, 3}]/gd // Simplify

]

Äàëåå ìîæíî âû÷èñëèòü ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ
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Rot[V_] := Module[{vl},

Do[vl[i] = Sum[gg[i, j]V[[j]], {j, 3}], {i, 3}];

rr[1] = (D[vl[2],x[3]]-D[vl[3],x[2]])/gd//Simplify;

rr[2] = (D[vl[3],x[1]]-D[vl[1],x[3]])/gd//Simplify;

rr[3] = (D[vl[1],x[2]]-D[vl[2],x[1]])/gd//Simplify;

Array[rr, 3]

]

Çäåñü âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé:
Pr[V1_, V2_] := Module[{l1, l2, rr},

Do[l1[i] = Sum[gg[i, j]V1[[j]], {j, 3}], {i, 3}];

Do[l2[i] = Sum[gg[i, j]V2[[j]], {j, 3}], {i, 3}];

rr[1] = (l1[2]l2[3] - l1[3]l2[2])/gd // Simplify;

rr[2] = (l1[3]l2[1] - l1[1]l2[3])/gd // Simplify;

rr[3] = (l1[1]l2[2] - l1[2]l2[2])/gd // Simplify;

Array[rr, 3]

]

Çäåñü âû÷èñëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé:
Scal[V1_, V2_] := Module[{},

Sum[Sum[gg[i,j]V1[[i]]V2[[j]],{j,3}],{i,3}]//Simplify

]

Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ìîäóëåé äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, íî ïåðåä èõ
èñïîëüçîâàíèåì êàæäûé ìîäóëü äîëæåí áûòü çàïóùåí.
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10.3 Òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî âðåìåíè

Âû÷èñëåíèå óðàâíåíèé ÒÃÂ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìîäóëåì Glob.
10.3.1 Ìîäóëü Glob

Ìîäóëü Glob ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé ñâÿçè è
äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè ãëîáàëüíîãî âðåìåíè.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî ìîäóëÿ ïîâòîðÿåò ñîäåðæèìîå ìîäóëÿ Ricci.
Îäíàêî â çàãîëîâêå ìîäóëÿ ê ôîðìàëüíûì ïàðàìåòðàì äîáàâëåíî
ïîëå àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé � ñïèñîê {V 1[x], V 2[x], V 3[x]} ñ óêàçàíè-
åì çàâèñèìîñòè êîìïîíåíò îò êîîðäèíàò.
Glob[coords_, GlobalVel_, mtr_] := Module[{DG, ss,zz,cs1},

(* Ñ÷èòûâàíèå îáîçíà÷åíèé êîîðäèíàò *)

Do[x[i] = coords[[i]], {i, 3}];

(* Âû÷èñëåíèå êîðíÿ èç äåòåðìèíàíòà gd *)

DG = Det[mtr] // Simplify;

ss = Solve[zz^2 == DG, zz];

gd = zz /. ss[[2]];

(* Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g^{ij}=hh[i,j] *)

HH = Inverse[mtr];

Do[Do[hh[i,j]=HH[[i,j]];gg[i,j]=mtr[[i,j]],{j,3}],{i,3}];

(* Âû÷èñëåíèå ñâÿçíîñòåé \Gamma^i_{jk}=cs2[i,j,k] *)

Do[Do[Do[cs1[i,j,k] = D[gg[i,j],x[k]]+D[gg[i,k],x[j]]-

D[gg[j,k],x[i]]//Simplify,{k,3}],{j,3}],{i,3}];

Do[Do[Do[cs2[i,j,k]=Sum[hh[i,s] cs1[s,j,k]/2,{s,3}]

// Simplify,{k, 3}], {j, 3}], {i, 3}];

(* Ñâåðòêà Gamma^j_{ij}=cs[i] *)

Do[cs[i]=Sum[cs2[j,i,j],{j,3}]//Simplify,{i,3}];

(* Âû÷èñëåíèå òåíçîðà Ðè÷÷è R_{ij}=ricci[i,j] *)

Do[Do[ricci[i, j]=

Sum[D[cs2[k,i,j],x[k]],{k,3}]-D[cs[i],x[j]]+
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Sum[Sum[cs2[k,i,j]cs2[l,k,l]-cs2[k,l,i]cs2[l,k,j]//

Simplify, {l, 3}], {k, 3}], {j, 3}], {i, 3}];

(* Ïîäúåì èíäåêñà ó òåíçîðà Ðè÷÷è R^i_j=ric[i,j] *)

Do[Do[ric[i, j] = Sum[hh[i, s]ricci[s, j] //

Simplify, {s, 3}], {j, 3}], {i,3}];

(* Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà rs *)

rs = Sum[ric[i, i], {i, 3}];

(*=============================================*)

(* Óðàâíåíèÿ ñâÿçåé è äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà *)

(* Ñêîðîñòè äåôîðìàöèè mu_{ij}=mu[i,j] *)

Do[Do[mu[i, j] = (D[gg[i, j], t] +

Sum[(gg[s, j]D[GlobalVel[[s]], x[i]] +

gg[i, s]D[GlobalVel[[s]], x[j]] +

GlobalVel[[s]]D[gg[i, j], x[s]]),

{s, 3}])/2 // Simplify,{j, 3}], {i, 3}];

(* Ïîäíÿòèå èíäåêñà mu^i_j=muh[i,j] *)

Do[Do[muh[i,j]=Sum[hh[i,s]mu[s,j],{s,3}],{j,3}],{i,3}];

(* Ñâåðòêà mu^i_i=ms;

ms = Sum[muh[s, s], {s, 3}] // Simplify;

(* Ïëîòíîñòè èìïóëüñîâ pi^i_j=pi[i,j] *)

Do[Do[pi[i,j]=(muh[i,j]-If[i==j, ms, 0])gd/2//

Simplify, {j,3}],{i,3}];

(* Óðàâíåíèÿ ñâÿçåé \pi^j_{i;j}=links[i] *)

Do[lnks[i]=Sum[D[pi[j,i],x[j]]-Sum[pi[j,k]cs2[k,i,j],{k,3}]

// Simplify, {j, 3}], {i, 3}];

(* Ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè *)

Ekin=Sum[Sum[pi[i,j]muh[j,i],{j,3}],{i,3}]//Simplify;

(* Âêëàä êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ *)

Do[Do[q[i,j]=D[pi[i,j],t]+Sum[D[GlobalVel[[s]]pi[i,j],x[s]]+

pi[i,s]D[GlobalVel[[s]], x[j]] -
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pi[s,j]D[GlobalVel[[i]], x[s]], {s, 3}] -

If[i==j, Ekin/2,0]//Simplify, {j,3}], {i,3}];

(* Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ eqs[i,j] *)

Do[Do[eqs[i, j] =

2q[i,j]+(ric[i,j]-If[i==j, rs/2, 0])gd//Simplify,

{j,3}], {i, 3}];

(* Ãàìèëüòîíèàí H *)

H=2 Sum[Sum[muh[i,j]pi[j,i],{i,3}],{j,3}]-LL//Simplify;

(* Ëàãðàíæèàí LL *)

LL = Ekin + rs gd/2 // Simplify

] (* Êîíåö ìîäóëÿ *)

Êàê ðåçóëüòàò ðàáîòû ìîäóëÿ âûâîäèòñÿ ëàãðàíæèàí (ðåçóëüòàò
ðàáîòû ïîñëåäíåãî îïåðàòîðà).
10.3.2 Vortex

Çäåñü ìû ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé äëÿ
êîñìè÷åñêèõ âèõðåé (4.10). Ïåðåìåííóþ ϑ ìû îáîçíà÷àåì èäåíòèôè-
êàòîðîì tt, à ϕ � fi.
Do[Do[gg[i, j] = 0, {j, 3}], {i, 3}]

W = E^w[r, tt];

gg[1, 1] = W;

gg[2, 2] = W r^2;

gg[3, 3] = r^2 Sin[tt]^2;

GG = Array[gg, {3, 3}];

GG // MatrixForm

Glob[{r, tt, fi}, {0, 0, V[r, tt]}, GG]

Êàê íåïîñðåäñòâåííûé ðåçóëüòàò ðàáîòû ìîäóëÿ âûäàåòñÿ ëàãðàí-
æèàí LL.

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ ñâÿçåé (lnks) è äèíàìèêè (eqs):
Lnk = Array[lnks, 3] // Simplify

Eq = Array[eqs, {3, 3}] // Simplify
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z12 = eqs[1, 2] 2/r

z11 = 4 eqs[1, 1]

Êîìáèíèðóÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè w[r, tt] ïî åå àðãóìåíòàì:
zz1 = 2z12 Cos[tt] + z11 Sin[tt] // Simplify

ss=Solve[zz1==0, ∂r w[r, tt]]
w1=∂r w[r, tt]/.ss //Simplify

zz2 = 2 z12 Sin[tt] - z11 Cos[tt] // Simplify

ss=Solve[zz2==0, ∂tt w[r, tt]]
w2=∂tt w[r, tt]/.ss //Simplify

Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûé âèä ìåòðèêè, à òàêæå ïîëå àáñîëþòíûõ ñêî-
ðîñòåé, ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ Glob íàõîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè è
ñâÿçåé äëÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ÒÃÂ.



Çàêëþ÷åíèå

Òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî âðåìåíè îòêðûëà äëÿ èññëåäîâàíèé íîâûé
ôèçè÷åñêèé îáúåêò � òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Êîíå÷íî, î ïðîñòðàí-
ñòâå ëþäè çàäóìûâàëèñü ñ äðåâíåéøèõ âðåìåí. Äåêàðò ïîíèìàë èìåí-
íî ìàòåðèàëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà, îäíàêî ïîíàäîáèëîñü ïî÷òè ÷åòûðå
ñòîëåòèÿ, ÷òîáû èäåè Äåêàðòà ìîãëè ïåðåéòè èç îáëàñòè ðàññóæäå-
íèé â îáëàñòü òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîÿâëåíèå â êîíöå XIX âåêà
òåîðèè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà áàçå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà
êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ îáùåé òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè, â êîòîðîé, îäíàêî, ïðîñòðàíñòâî êàê ôèçè÷å-
ñêèé îáúåêò çàòåðÿëîñü â ÷åòûðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè.

Ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, èçëîæåííîãî â äàííîé êíèãå, ïîçâîëèëî ýïè-
öèêëû ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè ðàçâåðíóòü â äèíà-
ìèêó ïðîñòðàíñòâà. Òåïåðü, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè,
ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ïîëåì, îïèñûâàåìûì äåâÿòüþ
ïîëåâûìè ïåðåìåííûìè, ñ ëàãðàíæèàíîì è íåíóëåâûì ãàìèëüòîíè-
àíîì, íàïîäîáèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðè ýòîì ìíîãèå ïðîáëåìû, íà êîòîðûå â ÎÒÎ òðàòÿòñÿ îãðîì-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå è èíòåëëåêòóàëüíûå ñðåäñòâà: ïðîáëåìà íà÷àëü-
íûõ äàííûõ, ïðîáëåìà ãåîäåçè÷åñêîé ïîëíîòû, ïðîáëåìà êàóñòèê â
ðåøåíèÿõ, ïðîáëåìà êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè, îñíîâàíèÿ êâàíòîâîé
òåîðèè è ïð., � â ÒÃÂ ñòàíîâÿòñÿ ïðîñòûìè èëè âîîáùå îòñóòñòâó-
þò.

Â äèíàìèêå Êîñìîñà ãðîìàäíûå ýíåðãèè, êîòîðûå íåñóò íåòðè-
âèàëüíûå äèíàìè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè ïðîñòðàíñòâà, âîçìîæíî, çà-
ìåíÿò �òåìíóþ ìàòåðèþ�, �ñêðûòóþ ýíåðãèþ�, �ãèãàíòñêèå ÷åðíûå
äûðû�.

Âûðèñîâûâàåòñÿ áàçèñ, íà êîòîðîì ìîæíî ñòðîèòü êâàíòîâóþ òå-
îðèþ è ñòðóêòóðû ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ñ ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâà êàê
ôèçè÷åñêîãî äèíàìè÷åñêîãî ïîëÿ.
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